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1. Description of problem  

 

�������	�
����
��	������
���	�
����
� � ���� �

�� � � �� ��� �

�������	����	�#
�+������	�
��

	 � ����	�� � 	�	�	
	 � �?� ���	�	� ����	
	 � �?8���	�	�	
	 � �?� ���	�	� �?��� �� �����	

	���� 	��� ����	�
��� $�	�� �����#��	� � � �
-�� �����#��	� �
$�#��#�������
���
���
/3++� ���
	�� 	��� �
��������	�� 
�� 
� �
$�#��#���� �
#� 
 � ��#	
��� ���%�	� � � 
�� � &&�&�
��%�����%�
	�4�#
&������	�
	�

	 � �
?� ���	�				� � 	�	@	�/ 	� / 	@	###		 	 >>	�����	��	�
	�
������	���!	� 8		

������������
����	�����������
�����
���
����������� 
�
�
������

"
#��#
�	�
�
+� � �$���
-��
+	�#�
	��%���-�#%��	���5�������
���
����� ���	�� � &��
$�	�� 
� 0
#��	�
��%�
0�	#��� %#
$	��� 2���� 	
� 	�
	� �
$ �#��#���� $�� �
��
	�
�
�-��	�
�
++)�
���%��
�-
+��6��
$�-�#�	���	��
#)�
 ����-�#%��	���00
	�
��
��
$�&�	�
	�
��
���%�0��	�
��
�-
+����
�����0�
���% ��+��
����
����	��	���
#�
�
0���+
�����
����#�����2����
����	
�+��0�	�
���
#� ��00
	�
��
����-�#%��	�
��#����0��	����
��+������

���
#	��
	�+)&�	���#
	��
��%#
$	��
��	����
�������� 	������)��#%�
0�	#����2�
	�
0�
��&�	�
	�	����
$�#��#�����
����
	��
�-�#%���
#�$ �
	�-�#��0
++�
��
+�	��
-
+���
�����"
#����	
���&���� ���� ��
���
�	
#�
+��
���
��������	��

	 ����	�	�A	�	�	/A	� / 	@	0A	�0	�	;A	� ; 	@	B	

	���� $�
	�-�#� �0
++� -
+��� C�CD8� ��� �
�����#��&� 	��� ��#���� �-��	�
++)� ���
-�#%��&�
���	���#
�����
���
�-�#%������$#	� � ������
���	
����4�#
���

"
#���#���&�$�
����
��������	���
��
	�%#
$��
��
�	& ��
#����	
����
++�#
	�
��
��
�
�����	�-�� �
��������	�� 
#�� 
� �
��	
�	� -
+��� +� �	���� 	��0��+-��� �
#0� 
�
%�
0�	#�����5�������$���
��
���%��
�-
+�������%�7�+ �#��
#��
#�+��00
	�
��

��
��#
�#�
	��
#��#���

��	�	����
��������	��
��	����
$�#��#�����
#��#
�	�
 �
+����%�	�����#�
����-���
�
�	�#� 	�
�� 	��� �
�	
#�
+�� ��� 	��� ��
0�+�� 
�
-�&� �
 � 7�+�#���00
	�
�&� �
#�
���	
���&�����
	�
��+��
�+���������
��
	�����+)�
#� �	#
#�+)��#������
��#
��0
�
	�
���
���
�
	��#�%���#
+�0�	�
��
����00
	�
��0��	� ����
�����/3-�����
++)�

��+����
�0�	�
���
����
��	������
�
��*���4���00
	� 
�������
�%���#
+����
��#��	�
���
#����	
�������89
+:���$�����%�-���
�	�� �%

��
��#
��0
	���0�
��
��%��+�-
+����;���	����%���#
+�$�	�
�	��
�-�����%�� 
$�#�)�	��

�������	 
�	 ����	0	
	 ��
�
��	 �	 ��!!���
�	 !���
� 	�����	� ��!�	�
	�
���	����	
��
���!# ������
+�
� �		
��
����� ��
#�	���0
	#���������	�
���#�5��#���+
	�#� 	

2
� ����#�	
��� 	��� ��
#
�	�#��	��� 
�� 	��� %#
$	�� 
�� 	 ��� �
��������	�� /� �#
�
�������
0���+
	��	
��
0�
#��	��0�-���
++)��
#������ #��	����%�	����



	 ,
����������	�
�	���������
���
���������>������
���	 �������	 1#	�0�	

Tetration  Mathematical Miniatures 

2��� �
��������	�� � &� �
#� ��	�%�#����%�	�� ��� / ###��
#0��
�-�#%��	� ��5������6�
�
#� ���	
���� �
#� ��� � $�� �
-�� 	��� ��0�+�� ���
���	�
+���#���� �$#�	��%� � � �
#�
�
���� ��

	 � �?
� ���		 �	� � 	�	@	�/ 	� / 	@	�0	� 0	@	B		

	 	 	 �	��	@	� / >/A	E	�/ 		@	�0	>	0A	E�0	@	B		

<���	�����5������
���
��������	��

	 �� �  � /  � 0 � ;  B�	 �	�� 	� / >/A 	�0>0A	 B	�	

�-��	�
++)�	����� 	
�4�#
&�	���� 	���#
����� 
�� �
�-�# %����� 
�� � �?
� ��� �$#	� � � ���

�-���������	���

��	� �
#��
���	�%�#����%�	�&��
#����	
���� ��8#9F< 	�#7< 	�#GF<�	�����5�������

���
��������	���-��	�
++)���-�#%���2
�%�	�
�����
� 
�
�	�	�����
#
�	�#��	����
��
	�
	��
�-�#%��	.��-�#%��	����
-��
��	����
��������	 ��/���
$�	#
=��	
#����
��
� & 	&��##�/G��
#��
0����
0�+�����%�	�� � ����	�%�#�
����#
�	�
�
+��
���
+�
��
#�
	�#��������#��	��
���� � ��

/��8(�+0� ����:� /� ��
$� 	��� �
��������	�� �
#� �#
�	�
 �
+� �	�#
	��� 
�� 	��� �����
	�
�� ������������� &� 	���� �������� &���� �� 2��� ��
#
�	�#��	���� 0
)� ��� �+�%�	+)�
�����#��	��#
0�	�����#��������������#���&�������$�	 �� �������� �/������	���0
�
	#���+
%
#�	�0� �
#� �#
�	�
�
+� �
$�#�� 
��� �
#� 
	��#� � � /� ���� ��
%
�
+�4
	�
���
2���%���#
+�
-�#-��$�
-�#�	���	
�+���
���
��������	 ����%%��	&�	�
	�	���	#
=���
	
#)� 
�� 
��
+�	�� -
+���� 
�� � &� �	
#	�� ���������%� 	
� 
� %+
�
+� 0���0�0� 
	� 
�
��#	
��� ������ &&� �#
0� $��#�� �	� �
�	���
��+)� ���#�
���� $�	�� 0
#��	� 
��
%�
0�	#���#
	���2��� ��	�#��	��%� �0�#����
�� ��&� 	�
	 � 	��� ������ &� ���
���
#��
+���
#+)�$�	��	���+
%
#�	�0�
�� � ����� ���	@	� &�$��#�� �H�>/ ��	
�������	)���

7�
0�+��	
�+��

	 �	�	���;	 &I!����9	
	 					B						&I!����9	
	 �	�	����8	 &I!����9	
	 �	�	����<	 &I!���/0	
	 �	�	���/8	 &I!���/<	
	 �	�	���/<	 &I!���/9	
		 				###	 	 	###	

2���0
-�����0���������	
����+���
#���� &�$�	�� �
���� &�	����	���������	��#
�����

�� �
�-�#%����� 
�� 	��� ��� � �	�#
	�� ��� ���� 	
� 	��� �
�	&� 	�
	� ��D�8 �

 � 
��� 	���
������ &�
��	���%+
�
+�0���0�0�
��
#���%+)�0
-���
$
)�	
�	� ��������	)���

(�#����� 
�4

0����0
%���
#�	����
��������	��
���
$� #��#�����
#� ���8 ���  	�8 �

�/  �8 ��0 	 B	�8 �/< ��
�	
����%�	���
>�����
+�0����2���#
�%�+)��0
++��	 �
��
+�	��
-
+���� � &��	���%+
�
+�0���0
��
#��
������%�	��
#��0
#>����)� 	���#���+�����



	 ,
����������	�
�	���������
���
���������>������
���	 �������	 1#	�;�	

Tetration  Mathematical Miniatures 

���		����
��� �	� ������������ 	��� ��		���
�� ��������� 2��� ��#�	� !'� 	�#0�� 
��
�
����
$�#��#����
#������+
)������
����
+�0��

�@�8��� 																																																																																																																														�@�8�/; 	 �	������	

�

�

�

�



	 ,
����������	�
�	���������
���
���������>������
���	 �������	 1#	�<�	

Tetration  Mathematical Miniatures 

2. Plots 
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3. Achieving convergence by Stirling-transformation  
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o0.5(x) = 1.4142*x + 0.58579*x^2 + 0.085506*x^3 + 0.0043325*x^4 + 0.00052932*x^5 - 
0.00034288*x^6  
+ ...  
+ 0.000054370*x^33 - 0.000035807*x^34 + 0.000010332*x^35 + 0.000022808*x^36 - 
0.000064328*x^37 + 0.00011487*x^38 
+... 
+ 0.33002*x^87 - 0.23926*x^88 + 0.093113*x^89 + 0.12710*x^90 - 0.44514*x^91 + 
0.89110*x^92 - 1.5028*x^93 + 2.3278*x^94 - 3.4251*x^95 + 4.8684*x^96 - 6.7486*x^97 + 
9.1779*x^98 - 12.294*x^99 + 16.266*x^100 - 21.300*x^101 + 27.647*x^102 - 35.611*x^103 
+ 45.558*x^104 - 57.932*x^105 + 73.264*x^106 - 92.190*x^107 + 115.47*x^108 - 
144.00*x^109 + 178.84*x^110 - 221.26*x^111 + 272.73*x^112 - 334.95*x^113 + 
409.94*x^114 - 499.98*x^115 + 607.73*x^116 - 736.19*x^117 + 888.75*x^118 - 
1069.2*x^119 + 1281.7*x^120 - 1530.7*x^121 + 1821.2*x^122 - 2158.0*x^123 + 
2546.2*x^124 - 2990.3*x^125 + 3494.4*x^126 - 4061.1*x^127 + O(x^128) 
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o0.5(x) = 1.4142*x + 1.2929*x^2 + 0.90699*x^3 + 0.53323*x^4 + 0.27431*x^5 + 
0.12690*x^6 + 0.053781*x^7 + 0.021155*x^8 + 0.0078010*x^9 + 0.0027175*x^10 + 
0.00089981*x^11 + 0.00028462*x^12 + 0.000086358*x^13 + 0.000025224*x^14 + 
0.0000071125*x^15  
+... 
+ 1.3418e-15*x^33 - 1.8094e-16*x^34 - 2.1937e-16*x^35 + 3.0532e-16*x^36 - 2.7140e-
16*x^37 + 2.0632e-16*x^38 
+... 
+4.9450e-28*x^87 - 9.3801e-29*x^88 - 6.8606e-29*x^89 + 1.1767e-28*x^90 - 1.1725e-
28*x^91 + 9.8682e-29*x^92 - 7.6343e-29*x^93 + 5.6126e-29*x^94 - 3.9868e-29*x^95 + 
2.7622e-29*x^96 - 1.8778e-29*x^97 + 1.2574e-29*x^98 - 8.3165e-30*x^99 + 5.4443e-
30*x^100 - 3.5328e-30*x^101 + 2.2749e-30*x^102 - 1.4550e-30*x^103 + 9.2502e-31*x^104 
- 5.8486e-31*x^105 + 3.6794e-31*x^106 - 2.3041e-31*x^107 + 1.4366e-31*x^108 - 8.9205e-
32*x^109 + 5.5178e-32*x^110 - 3.4004e-32*x^111 + 2.0880e-32*x^112 - 1.2776e-32*x^113 
+ 7.7910e-33*x^114 - 4.7348e-33*x^115 + 2.8676e-33*x^116 - 1.7308e-33*x^117 + 
1.0411e-33*x^118 - 6.2394e-34*x^119 + 3.7257e-34*x^120 - 2.2162e-34*x^121 + 1.3129e-
34*x^122 - 7.7448e-35*x^123 + 4.5475e-35*x^124 - 2.6568e-35*x^125 + 1.5437e-35*x^126 
- 8.9147e-36*x^127 + O(x^128) 
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