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Das interaktive Faktoranalyse Programm

Inside - R

Informationen zu den Methoden 

1. Zusammenhang Datensatz / Korrelationsmatrix / Faktoren​werte / Faktorladungsmatrix  

* Zusammenhang Datensatz / Korrelationsmatrix

Es soll zunächst rekapituliert werden, wie man von einer Rohdatenmatrix auf eine Korrelati​onsmatrix kommt. Die Begriffe seien hier so vereinbart: 

- Eine Fragestellung, die bei allen Probanden erhoben worden ist, hat für jeden Probanden einen Code; dieser ist der Wert für einen Probanden in einer Fra​gestellung.

- Die Probanden heißen im Hinblick auf den pro Frage​stellung erreichten Wert Fälle. 

- Eine Fragestellung wird durch die gemessenen Werte aller Probanden repräsen​tiert. Sofern wir sie nur so als mathematische Größe betrachten, bezeichnen wir die Liste der Werte pro Frage als Variable. 

- Wir stellen uns außerdem vor, daß die Fälle horizontal nebeneinander aufgetra​gen werden und die Fragestellungen untereinander. 

Dies ist die Erhebungsmatrix [E]. In ihr sind alle Erhebungswerte für jeden Pro​banden und jede Frage eingetragen:


Erhebungsmatrix [E]
                         f Probanden = f Fälle  ═════>    
Fragestellungen  
= Variablen
        ║           ║  E1,1    E1,2   E1,3 ...  ... E1,f ║ 
        ║           ║  E2,1    E2,2   E2,3 ...  ... E2,f ║ 
        V           ║  E3,1    E3,2   E3,3 ...  ... E3,f ║ 

Zur Vereinfachung der Formeln im folgenden wird die Erhebungsmatrix [E] in zwei Aspekten normiert: 

- jede Variable wird zentriert; dh. von jedem Wert wird der Mittelwert der betref​fenden Variablen subtrahiert. D.h:


            _

Zvf = Evf - Ev = Evf - Σ (Evf) / n 


Hierdurch wird außerdem bewirkt, daß der Mittelwert für jede Variable gleich Null wird.


- jede Variable wird einheitsnormiert; dh. jeder Wert wird durch einen pro Va​riable berechneten Wert LAE dividiert, der die Wurzel aus der Summe der Quadrate der zentrierten Werte ist (RSAQ). 



LAEv =  √ ( Σ  Z²vf )   (mit f=1..N)

Vvf = Zvf / LAEv 


Die Korrelationen zwischen zwei Variablen lassen sich nun sehr einfach als Summe der paar​weisen Werteprodukte berechnen für alle Korrelationen in der Korrelationsmatrix [R]:



rxy = Σ Vxf * Vyf 


Es sei die Datenmatrix mit den zentrierten und einheitsnormierten Werten nun [V] genannt, die Korrelati​onsmatrix [R]. Dann berechnet sich die Korrelationsmatrix einfach aus dem Ma​trizenprodukt von [V] * [V]T ( hierbei ist [V]T die Transpo​nierte von [V])

Als Matrixformel 



 [R] = [V] * [V]T  


oder als Matrixschema: (s.Abb1.) 


Abb.1 : Matrixschema 
                               [V]T   Variablen 1       2       3  
                                                   ════════════>                     
                                            ║  V1,1    V2,1    V3,1 ║
                                    Fälle   ║  V1,2    V2,2    V3,2 ║
                                      ║     ║  V1,3    V2,3    V3,3 ║
                                      ║     ║  ...    ...    ...  ║
                                      V     ║  ...    ...    ...  ║
[V]                                         ║  V1,f    V2,f    V3,f ║
 Variable / Fälle  ═════>    
                                                  Korrelationen [R]
║  ║  V1,1    V1,2   V1,3 ...  ... V1,f ║   ║  R1,1    R2,1    R3,1 ║
║  ║  V2,1    V2,2   V2,3 ...  ... V2,f ║   ║  R1,2    R2,2    R3,2 ║
V  ║  V3,1    V3,2   V3,3 ...  ... V3,f ║   ║  R1,3    R2,3    R3,3 ║
                                      


wobei man die Rxy-Werte erhält, wenn man die Vx,f-Werte in der linken Matrix [V] horizon​tal lesend mit denen der oberen Matrix [V]T vertikal lesend mul​tipliziert und die Produkte summiert. Also ist bspw


  R1,1 = V²1,1 + V²1,2 + V²1,3 ...  + V²1,f    und
  R1,2 = V1,1*V2,1 + V1,2*V2,2 + V1,3*V2,3 ...  + V1,f*V2,f    usw


und so weiter für alle Korrelationen.

Die Korrelationen zwischen allen Variablen werden nun in ein Matrixschema ge​stellt; dieses ist die Korrelationsmatrix [R]
Abb. : Korrelationsmatrix
                                                                  
                 Var 1    Var 2   Var 3       Var 1    Var 2   Var 3

      Var 1    ║  R1,1    R2,1    R3,1 ║    ║  1       R2,1    R3,1 ║
      Var 2    ║  R1,2    R2,2    R3,2 ║ =  ║  R1,2    1       R3,2 ║
      Var 3    ║  R1,3    R2,3    R3,3 ║    ║  R1,3    R2,3    1    ║
                                      

Wichtig: hierbei und im folgenden wird stets unterstellt, daß die Variablen in [V] alle in einheitsnormierter und zentrierter Form vorliegen (beachte jedoch Fußnote 
)

* Die Normierungen in den Variablen haben darüberhinaus folgende nützli​che Wir​kungen:

- Wenn man die Standardabweichung einer Variablen bestimmen will, braucht man nur ihren LAE-Wert mit der Wurzel aus 1/(N-1) zu multiplizieren 
). 



stddevv = LAEv * √ (1/(N-1)) 


- Die Werte der Variablen lassen sich als Koordinaten von Vektoren im vieldi​mensionalen Raum verstehen, die alle die Länge 1 haben (durch die Division durch LAE) und deren Winkelcosinus untereinander gleich dem jeweiligen Korrelations​koeffizienten r ist. 


Hierdurch wird die Übertragbarkeit der faktoranalytischen Verfahren auf die Geometrie einsichtig.



cos(Vx,Vy) = Σ Vxf * Vyf = rxy 





* Zusammenhang Datenmatrix / Faktorwertematrix

Die erhobenen Datenwerte werden als Kombinationen von Werten in den Fakto​ren aufgefaßt, die man ja nicht direkt messen kann, und zwar als Linearkombina​tion. Jede Variable kann also als Summe der Werte der betreffenden Faktoren - jeweils mit einem spezifischen Koeffizienten gewichtet- angesehen werden. Die Matrix der Gewichte heißt die Ladungsmatrix der Variablen auf den Faktoren. In Matrixschemaschreibweise:


Abb.1 : Matrixschema 
                                 unterstellte Faktorenwerte         
                            ║  f1,1    f1,2   f1,3 ...  ... f1,f ║
                            ║  f2,1    f2,2   f2,3 ...  ... f2,f ║
                            ║  f3,1    f3,2   f3,3 ...  ... f3,f ║
                           *                                        
        Ladungsmatrix        =  gemessene Variablenwerte           
  ║  l1,1    l2,1    l3,1 ║   ║  v1,1    v1,2   v1,3 ...  ... v1,f ║ 
  ║  l1,2    l2,2    l3,2 ║   ║  v2,1    v2,2   v2,3 ...  ... v2,f ║ 
  ║  l1,3    l2,3    l3,3 ║   ║  v3,1    v3,2   v3,3 ...  ... v3,f ║ 
  ║  l1,4    l2,4    l3,4 ║   ║  v4,1    v4,2   v4,3 ...  ... v4,f ║ 
  ║  l1,5    l2,5    l3,5 ║   ║  v5,1    v5,2   v5,3 ...  ... v5,f ║ 
                                      


In der Abbildung wird herausgestellt, daß man erwartet, daß es weniger Faktoren gibt als gemessene Variablen (3 Faktoren anstatt 5 Variablen) . Hierin findet sich das Interesse der Faktorenanaly​tiker an einer Reduktion der Daten.

Es gibt außerdem einige bemerkenswerte Unterstellungen:

- es wird unterstellt, daß die Varianz der Faktorenwerte gleich 1 ist

- es wird unterstellt, daß die Faktoren untereinander unkorreliert sind.

Von letzterer Unterstellung weicht man ab, wenn man "schiefwinklige", d.h. kor​relierte Faktoren zulassen will. Da dies aber alle Berechnungen sehr kompliziert, verfährt man meist so, daß man bis zu einem Schlußpunkt unter orthogonalen Annahmen rechnet und erst dann die gefundene Ladungsmatrix so transformiert, daß sie korrelierten Faktoren gerecht wird. In Inside - R wird nur mit orthogo​nalen Komponenten gerechnet; schiefwinklige Faktoren können nur als eingefügte repräsentative Variablen - allerdings sehr effizient- realisiert werden.

* Zusammenhang Korrelations- / Faktorladungsmatrix

Wenn man in der Matrixschreibweise obige Relation darstellt, kann man die Kor​relationsmatrix [R] als Produkt einfach der Ladungsmatrix mit ihrer Transpo​nierten erkennen, sofern die Korrelationen der Faktoren untereinander als 0 ange​nommen werden können, denn:

   
V * VT = R 
 und
   
L * F = V    bzw  FT * LT = VT
 und damit
   
L F * FT LT = R 
   
L ( I  ) LT = R 

da           F * FT = I   

wenn die Faktoren unkorreliert sind und alle Faktoren die Varianz 1 haben.

Die Datenmatrix mit den Vx,f-Werten im obigen Matrixschema kann also nun er​setzt werden durch eine Faktorladungsmatrix [L], die maximal soviele Spalten (Faktorladungen) enthält wie die Korrela​tionsmatrix [R]. Also in Formelschreib​weise : 

statt
     [V] * [V]T = [R]
nun
     [L] * [L]T = [R] 


bzw in Komponentendarstellung: (s. Abb2)

Abb.2 : Komponentendarstellung einer Faktorisierung
                                                                  
                                           [L]T 
                                            ║  l1,1    l1,2    l1,3 ║
                                            ║  l2,1    l2,2    l2,3 ║
  [L]                                       ║  l3,1    l3,2    l3,3 ║
     Faktorladungen  1      2      3   
                                                  Kor​relationen [r]
      Var 1     ║  l1,1    l2,1   l3,1  ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
      Var 2     ║  l1,2    l2,2   l3,2  ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
      Var 3     ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║
                                      

Dieses Schema gibt allerdings nur unvollständig das Problem der Faktorenanalyse wieder. Üblicherweise handelt es sich um wesentlich größere Korrelations​matri​zen, bspw aus 50 Variablen gleich 50 Zeilen mal 50 Spalten. Das Ziel der Fakto​ren​analyse ist jedoch, erheblich weniger Faktoren - genauer:relevante Fak​toren zu behal​ten, als man Variable hat; also eine Korrelations​Matrix aus 50 Varia​blen auf 3 oder 4 relevante Faktoren zurückzuführen. Im hier dargelegten Komponenten​kalkül müs​sen wir uns aber schrittweise zu solch einer Datenreduktion vortasten. Diese Schemen mit 3 mal 3 - Matrizen sollen deshalb nur zur Veranschaulichung der prinzipiellen Vorgänge verstanden werden.




* Berechnung der Faktorladungsmatrix aus der Korrelations​matrix

Anfänglich muß es reichen, wenigstens überhaupt eine Lösung für [L] zu fin​den, die die angegebene Bestimmung erfüllt. Dies ist zum Glück leichter als es oft scheint, wenn man sofort eine Hauptkomponentenorientierung erreichen will. (beachte übrigens Fußnote 
)

Eine einfache Lösung für [L] ergibt sich bereits, wenn man sich zunutze macht, daß durch die Formel [R] = [L] * [L]T nur 6 unterschiedliche Gleichungen entste​hen, da [R] symmetrisch um die Diagonale ist: (vgl Schema 3)

   r1,2=r2,1    ; r3,1 = r1,3  ;    r2,3 = r3,2 
Wenn man für jedes Rx,y die passende Gleichung aufstellt z.B. 

   r1,1 = l²1,1 + l²2,2 +  l²3,3      

 usw., erhält man dann  9 - 3 = 6 unterschiedliche Gleichungen. Da es aber 9 lx,y-Unbekannte gibt, ist man frei, 3 zunächst selbst zu bestimmen. (Beachte je​doch Fußnote 
) 

Sinnvollerweise setzt man diese zu Null und setzt sie in Dreiecksform in [L] ein: 

Abb 3: 
                                            ║  l1,1    l1,2    l1,3 ║
                                            ║  0       l2,2    l2,3 ║
                                            ║  0       0       l3,3 ║
          Faktor    1       2     3                Kor​relationen
                ║  l1,1    0      0     ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
                ║  l1,2    l2,2   0     ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
                ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║
                                      




Man sieht jetzt direkt, daß man L1,1 als Wurzel aus R1,1 bestimmen kann: 

   R1,1 =    l1,1*l1,1    +  0 * 0    +     0 * 0   =     l1,1² 

 führt zu 

    l1,1 = √ R1,1                           

Ist l1,1 bekannt, kann man l1,2 und l1,3 ganz leicht berechnen:

   R2,1 = Λ1,1 * Λ1,2     + 0 * Λ2,2  +     0 * 0   =  Λ1,1 * Λ1,2 

 führt zu 

   Λ1,2 = R2,1 / f1,1
 und äquivalent 

   Λ1,3 = R3,1 / Λ1,1 

Die gefundenen Werte setzt man immer gleich in [L] ein und kann so sehr einfach eine Lösung für das gestellte Problem errechnen : eine Faktormatrix aus einer Korrelationsma​trix berechnen.

Der mathematische Beweis, daß eine [R]-Matrix so stets in eine Dreiecks​fakto​ri​sierung aufgelöst werden kann, kann hier allerdings nicht geführt werden. 




* Besonderheit : Singularität in [R] ist kein Rechenhindernis

Dieses Verfahren hat einige interessante Eigenschaften, aber vor allem bie​tet es den enor​men Vorteil, daß auch singuläre [R]-Matrizen bearbeitet werden können - also Situationen, in denen der Rang der Matrix niedriger als ihre Dimension ist, oder noch anders ausge​drückt, wenn SPSSPC "ill conditioning" moniert. 

Dies tritt dann auf, wenn die zugrundeliegende Variablen linear abhängig vonein​ander sind, also wenn eine Variable aus Versehen doppelt auftaucht oder wenn eine polytome Variable in Dummy-Variablen aufgeteilt wurde und alle Dummies in die Rechnung einge​hen, oder die Summe über eine fe​ste Gruppe von Variablen in allen Datensätzen denselben konstanten Wert ergibt (z.B. bei Prozentvariablen, die sich immer auf 100 addieren). In al​len diesen Fällen kann die Korrelations​matrix durch weniger Faktoren re​produziert wer​den, als die Dimension vor​täuscht. 

Verfahren, die mit der Matrixinversion arbeiten, um die Faktoren zu be​stimmen, können diese Hürde i.d.R. nicht überspringen. In INSIDE - R tritt durch die o.g. Berech​nungsmethode überhaupt kein Problem auf, im Gegenteil : durch die ge​ringere Anzahl an entstehenden Faktoren erkennt man sogleich die lineare Ab​hängigkeit der Variablen unter​einander und kann durch manuelle Operationen ge​schlossene Gruppen identifizieren.

Ist eine Matrix [R] von der Dimension 3 singulär, weil sie bspw auf nur 2 unab​hängigen Variablen basiert ergibt sich einfach folgendes Schema:


                                            ║  l1,1    l1,2    l1,3 ║
                                            ║  0       l2,2    l2,3 ║
                                            ║  0       0       0    ║
              Faktor 1     2      3               Kor​relationen
    Var 1       ║  l1,1    0      0     ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
    Var 2       ║  l1,2    l2,2   0     ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
    Var 3       ║  l1,3    l2,3   0     ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║
                                      

Man sieht dann in der linken Matrix, daß die dritte Spalte nur Nullen ent​hält; dh., daß nur 2 Faktoren benötigt werden, um [R] exakt zu reproduzie​ren. 

Es sind deshalb auch im weiteren Verlauf der Programmbenutzung besondere Ausnahmeregelungen nicht erforderlich. Man muß sich nur daran "gewöhnen", daß das Programm freie, nicht benutzte Faktoren "vorhält", die aber im Kompo​nentenkalkül nichts anderes sind als Dimensionen, in denen keine Ausdehnung vorliegt.




* Besonderheit 2: Die Dreiecksorientierung zeigt die gestuften partiellen Kor​relationen.

Durch die Dreiecksorientierung zeigt der erste Faktor die Korrelationen der ersten Vari​ablen mit allen andern. Die Werte des zweiten Faktors sind die partiellen Korrelationen aller Variablen mit V2 nach Auspartialisierung von V1. 


        Faktor 1      2         3               Korrelationen
    Var 1   ║  1      0         0     ║   ║  1       r2,1    r3,1 ║
    Var 2   ║  r1,2   r2,2.1      0     ║   ║  r1,2    1       r3,2 ║
    Var 3   ║  r1,3   r2,3.1    r3,3.1,2  ║   ║  r1,3    r2,3    1    ║
                                        

Im dritten Faktor finden wir die partiellen Korrelationen aller Variablen mit V3 nach Aus​partialisierung von V1 und V2. Dies führt so weiter bis zum letzten Faktor bzw zur letzten Variablen. Der einzelne Wert im letzten Faktor ist ein Einzelrestfaktor der letzten Vari​ablen nach Auspartialisierung aller vorherigen Variablen.

Wir haben in der Faktorisierung, d.h. im Komponentenkalkül eine große Nähe zur parti​ellen Korrelationsrechnung und können deren Werte für jede beliebige Variablenkombina​tion direkt ablesen.




* Zusammenfassung

Die empirische Datenmatrix [E] wird zunächst normiert, so daß jede Variable den Mittelwert Null hat und die Summe der Wertequadrate Eins ergibt. Diese nor​mierte Wertematrix heißt [V].

Die Korrelationsmatrix [R] , die aus den Korrelationen der Variablen entsteht, ist die Grundlage der Faktorenanalyse. Berechnet ist sie durch einfache Matrixmulti​plikation  von [V] mit [V]T. 

Die erste Aufgabe der Faktorenanalyse besteht darin, den Variablenset so in Ein​flußkomponenten aufzuteilen, daß die gemessenen Variablen lediglich als unter​schiedlich zusammengestellte gewichtete Summe von Anteilen weniger relevanter Dimensio​nen [F] erklärbar sind. Auch in diesen Komponenten [L] mit [V] = [L] * [F] ausgedrückt (statt in Werten für Probanden) muß die Korrelation der Vari​ablen bspw die Korrelationsmatrix [R] wiedergeben.

Die Matrix mit den Komponentenwerten ist die Faktorladungsmatrix [L].

Durch das Mittel der Dreieckszerlegung ist die Faktorladungsmatrix [L] leicht zu berechnen, selbst wenn [R] einen niedrigen Rang hat. Die durch die Dreiecks​zerlegung entstandene Ladungs- oder auch Komponentenmatrix ist die Basis der folgenden Komponentenanalysen.

Die Faktorladungsmatrix ist vorteilhaft auch als Koordinatenmatrix im geometri​schen Sinne verwendbar. Das geometrische Analogon erweist sich als nützlich für das Verständnis der Faktorenanalyse.




2. Das Konzept der "Rotation"

Eine bis hier gefundene Matrix [L] ist - wie oben bereits angemerkt - nur eine vorläufige Lösung des Faktorproblems. Der erste Schritt in einer üblichen Fakto​renanalyse ist bekanntermaßen die Hauptkomponenten- (resp. Hauptachsen-)- Auflösung. Es stellt sich also als nächstes die Aufgabe, von der anfänglichen Dreieckslösung zur Hauptkomponentenlösung zu kommen.

Vorher jedoch ist noch ein Einschub zu machen, der allgemein darstellt, wie man "von einer Lösung zu einer anderen" kommt. Es handelt sich hierbei um das Konzept der "Rotation".

Das Konzept der Rotation soll hier in zwei Aspekten dargestellt werden:

- Der Begriff weist auf die Kompatibilität der Vorgänge bei der Faktorenanalyse zu geometrischen Vorgängen hin. Diese Analogie erweist sich für das Ver​ständnis aller analytischen Vorgänge sehr wirksam, und zwar umso mehr, je konsequenter sie ausgenutzt wird.

- Aber es kann auch als rein formales Mittel der Matrixalgebra betrachtet und an​gewendet werden, mithilfe derer man eine Lösung aus der unendlichen Menge von Lösungen des Faktorproblems in eine andere überführen kann. Beides soll hier im folgenden skizziert werden.

2.1 Die geometrische Sicht: Korrelationen, Variablen als Vekto​ren im Faktorensystem und die Rotation

Die Berechnung der Korrelation zwischen zwei Variablen erfolgt genau so, wie man den Winkel zwischen zwei Vektoren berechnet. Betrachtet man die Ausprä​gungen zweier Variabler für jeden Fall als die Koordinaten in einem Koordinaten​system, das aus so vielen Achsen besteht wie Fälle vorhanden sind, so entspricht die Korrelation r dem Cosinus des Winkels zwischen den beiden als Vektoren aufgefaßten Variablen in einem multidimensionalen Raum. Vergleichen Sie das Matrixschema in Kap 1. 

Die Korrelationsmatrix ist also ohne weiteres als ein Äquivalent für eine Samm​lung von Cosinusangaben für Winkel zwischen Vektoren untereinander anzusehen und kann so auch behandelt werden. (vgl hierzu z.B. ÜBERLA (1968))

Nun kann man sich ein rechtwinkliges Koordinatensystem vorstellen, in das diese Vektoren eingepaßt werden. 


Ein einzelner Vektor kann z.B auf einer Achse des Koordinatensystems angesie​delt werden. Zwei Vektoren können immer in einer Ebene untergebracht werden, z.B. der x/y-Ebene. Drei Vektoren immer in 3 Dimensionen, also z.B. dem x/y/z-Raum. Das gleiche Schema gilt für höhere Zahlen von Vektoren (die ja hier die Variablen vertreten). 

[image: image1.wmf]
Unter bestimmten Bedingungen passen auch 3 Vektoren in eine Ebene: nämlich wenn der größte Winkel zwischen ihnen gleich der Summe der zwei kleineren ist. Man bezeichnet solch eine Situation auch als "lineare Abhängigkeit" der Vari​ablen. Dies ist eine extreme Situation, die aber das Ziel der Faktorenanalyse ver​deutlicht: in einem Variablensatz wenige Dimensionen ausfindig zu machen. Echte lineare Abhängigkeit ist dennoch eher ein Fehlerelement in der Faktoren​rechnung. 

Weicht die in der Korrelationsmatrix definierte Angabe aber nur unwesentlich von die​ser Bedingung ab, kann man nach statistischen Kriterien entscheiden, ob man sich mit zwei Dimensionen für die Beschreibung des Variablensatzes als we​sentlich zufrieden gibt und die dritte Dimension als nicht erforderlich ignoriert.

Hier ist der Ansatzpunkt für die Faktorenanalyse: man möchte in einem Datensatz mit eventuell vielen Variablen die wenigen wirksamen Faktoren oder anders aus​gedrückt, die wenigen interessanten inhaltlichen Diemsnionen ermitteln. Diese Faktoren entsprechen den Dimensionen bzw Achsen des Koordinatensystems; und die Lösung der Aufgabe besteht darin, zu berechnen, welche Ausprägung jeder Variablenvektor in einem solchen Koordinatensystem aus Faktoren haben muß, wenn man die Korrelationsmatrix als Angabe ihrer Winkel untereinander verste​bar lassen will.

Die Auflösung einer Korrelationsmatrix in Faktormatrizen wie in Kap 1 beschrie​ben ist deshalb unter dem geometrischen wie unter dem analytischen Gesichts​punkt der Anfangspunkt der Faktoren-, genauer der Komponentenana​lyse. Die er​rechneten Koordinaten sind identisch mit den Komponenten; der Begriff Kompo​nente umgekehrt kann als Synonym für den der Koordinaten verwendet werden.

Die Rotation ist geometrisch sehr anschaulich. Wenn man sich die Variablen als Vektoren in einem f-dimensionalen Raum vor​stellt, z.B. drei in einem 3-dimen​sionalen Raum, die alle vom Nullpunkt ausgehen, bilden diese Vektoren die Form eines Tetraeders; bekannt sind Tetraeder als kleine Milchtüten in den 60-ger Jah​ren. Auch wenn eine Ecke dieses Tetraeders im Nullpunkt eines Koordinatensy​stem fixiert ist, kann man ihn im System rotieren, ohne die Verhältnisse der Vektoren zueinander zu verändern. Eine Rotation verändert nicht die Variablen​struktur und auch nicht ihre Dimensionalität, sondern nur die Sichtweise darauf.

[image: image2.wmf]
Auch die gängigen Rotationskriterien kann man sich geometrisch verdeutlichen. Nimmt man an, daß drei Variablen eng korreliert sind und im Prinzip das gleiche messen, so sind die Winkel zwischen ihnen gering, und man hätte einen sehr fla​chen, spitzen und länglichen Tetraeder. Ein Rotationskriterium wäre, dieses Ob​jekt so zu rotieren, daß es längs an der X-Achse anliegt und die Koordinaten in Y- und Z-Richtung möglichst gering sind. Dies würde etwa der Zentroidorientie​rung entsprechen. Man kann dann für diesen zentralen Faktor für jeden Proban​den Werte ausrechnen und hätte eine Schätzung für jeden Probanden für den Ein​fluß dieser zentralen inhaltlichen Dimension.




2.2 Die algebraische Sicht: 

2.2.a. Rotation eines Vektors in einer Ebene

Eine Rotation eines Vektors in einer Ebene wird algebraisch folgendermaßen durchgeführt:

- Aus der gewünschten Winkelangabe PHI wird der COS- und der SIN-Wert be​stimmt.

- Dann werden die Koordinatenwerte der X-Achse (x) und der Y-Achse (y) mit dem Cosinus- und dem Sinuswert des Rotationswinkels so verrechnet, daß zwei neue Koordinaten ( x° und y° ) entstehen. Dies sind die neuen Koordi​naten des Vektors.

- Hat man mehrere Vektoren (also z.B. mehrere Variablen) wird letztere Rech​nung mit demselben Winkel für alle Vektoren gleichermaßen durchgeführt.


(Will man in mehreren Richtungen rotieren, tut man dies nacheinander in al​len Dimensionspaaren.)

Beispiel: Seien x und y die Koordinaten des Variablenvektors V1 in der X- und der Y-Achse, dann berechnen sich x° und y° wie folgt:


mit den Hilfsgrößen 

   cosp = cos ( phi)    und 
   sinp = sin ( phi)  

 ergibt sich bei Drehung gegen den Uhrzeigersinn

   x° = cosp * x   - sinp * y 
   y° = cosp * y   + sinp * x 




(In INSIDE - R wird diese Rotationsformel gegen den Uhrzeigersinn verwen​det.)




2.2.b. Rotation des gesamten Systems in eine bestimmte Orientie​rung (z.B. Hauptkomponenten, Varimax o.ä)

- Es wird das erste Achsenpaar bestimmt.

- Aus den gültigen Variablen wird das Rotationskriterium bestimmt. Dies ist mei​stens die Summe aus modifizierten Ladungen der betreffenden Variablen. Diese Modifikation ist die Anwendung des Optimierungskriteriums, das für jede Rotationsprozedur ausgewiesen ist (s.Kap.3 bei den jeweiligen Prozedu​ren).


Bspw werden die Ladungen einer Variablen als Vektorkoordinaten aufgefaßt, und nach den Sin/Cos-Formeln eine Winkelverdopplung durchgeführt. (bei Haupt​komponenten​orientierung). Die beiden neuen Koordinaten gehen nun in das Rotationskriterium ein, indem sie in den Summenvariablen gesammelt werden. Dies wird im folgenden Schema als F(a,b) und G(a,b) ausgedrückt.

- Die beiden Summenvariablen werden nun wiederum einer Modifikation unter​worfen, die i.d.R. die Umkehrung der Operation auf den echten Variablen​koor​dinaten ist.


Bspw werden sie wiederum als Koordinaten eines Winkels aufgefaßt, und mit ihnen eine Winkelhalbierung durchgeführt (bei Hauptkomponenten​orien​tierung). Die neuen Koordinaten werden normiert, so daß der Vektor die Länge 1 hat. Das Ergebnis ist ein Vektor, der das Kriterium repräsentiert und meist nicht auf der X-Achse der Ebene liegt. Die Rotation wird so durchge​führt, daß die X-Achse mit diesem Kriterienvektor identifiziert wird.

- Nach der Modifikation werden also die beiden gewonnen Werte als COS und SIN des Winkels aufgefaßt, um den das System in den beiden Achsen zu rotie​ren ist.

- Rotiert wird schließlich das ganze System in den beiden Achsen, also auch die Variablen, die nicht zum Rotationskriterium gehören. 

Der hier für ein Achsenpaar geschilderte Rotationsvorgang wird nun für alle Ach​senpaare mit jeweils neu bestimmten Rotationskriterium durchgeführt.

Im folgenden das Schema für einen kompletten Rotationsvorgang:

Rotationsvorgang Abb 1.2: 

    Faktor    1        2       3           Faktor    1        2      3       
    Achse     X        Y       Z           Achse     X        Y      Z       
  V1      ║  l1,1     l2,1     l3,1  ║           ║  l'1,1    l2,1   l'3,1 ║ 
  V2      ║  l1,2     l2,2     l3,2  ║  --->     ║  l'1,2    l2,2   l'3,2 ║ 
  V3      ║  l1,3     l2,3     l3,3  ║           ║  l'1,3    l2,3   l'3,3 ║ 

1.Rotation  Achse 1 und 3                                               
  Krit.1  ║  F(X,Z)           G(X,Z) ║           ║                        ║ 
          ║  COSP              SINP  ║           ║  1               0     ║ 


  V1      ║  l'1,1    l2,1    l'3,1  ║           ║  l"1,1    l'2,1  l'3,1 ║ 
  V2      ║  l'1,2    l2,2    l'3,2  ║  --->     ║  l"1,2    l'2,2  l'3,2 ║ 
  V3      ║  l'1,3    l2,3    l'3,3  ║           ║  l"1,3    l'2,3  l'3,3 ║ 

2.Rotation Achse  1 und 2                                                  
  Krit.2  ║  F(X',Y)  G(X',Y)        ║           ║                        ║ 
          ║  COSP     SINP           ║           ║  1          0          ║ 


                                                                        
  V1      ║  l"1,1    l'2,1   l'3,1  ║           ║  l"1,1    l"2,1  l"3,1 ║ 
  V2      ║  l"1,2    l'2,2   l'3,2  ║  --->     ║  l"1,2    l"2,2  l"3,2 ║ 
  V3      ║  l"1,3    l'2,3   l'3,3  ║           ║  l"1,3    l"2,3  l"3,3 ║ 

3.Rotation Achse  2 und 3                                                   
  Krit.3  ║        F(Y',Z') G(Y',Z') ║           ║                        ║ 
          ║           COSP    SINP   ║           ║           1      0     ║ 



Nach einem Durchgang mit allen Achsenpaaren ist das globale Optimum meist noch nicht erreicht, vor allem, da ein in einem Achsenpaar eingestelltes Optimum wieder verstellt wird, wenn die Achsen unabhängig voneinander in weiteren Ach​senpaaren verwendet werden. Es werden ein weiterer und ggfls noch weitere sol​che kom​plette Durchläufe notwendig, bis bei einem kompletten Durchlauf keine Rota​tion mehr über ein bestimmten Mindestwinkel hinaus mehr erforderlich ist. Bei den meisten Rotationskriterien gibt es ein eindeutiges globales Optimum, das durch dieses Verfahren auch gefunden wird. Einige Verfahren haben kein eindeu​tiges globales Optimum (z.B. "Gleichverteilung", Menu "Experimentelle Rota​tionen")




2.2.c. Rotierte Lösungen sind in Bezug auf die Korrelationsma​trix alle äquivalent.

Es sollte hier angemerkt werden, daß eine entscheidende Eigenschaft dieses Re​chenverfahrens ist, daß die Längen der Vektoren gleichbleiben. Daß also stets


  x°² + y°² = x² + y² 


bleibt. 

Im Matrixschema drückt sich diese Invarianz so aus, daß es gleichwertig ist, ob ich L1,i und L2,i oder L°1,i und L°2,i verwende:


Abb.1.3 : Originalkomponenten und rotierte Komponenten
                                                                  
                                           [L]T 
                                            ║  l1,1    l1,2    l1,3 ║
                                            ║  l2,1    l2,2    l2,3 ║
  [L]                                       ║  l3,1    l3,2    l3,3 ║
         Faktoren   1       2      3   
                                                  Kor​relationen [R]
      Var 1     ║  l1,1    l2,1   l3,1  ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
      Var 2     ║  l1,2    l2,2   l3,2  ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
      Var 3     ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║

ist gleich mit der rotierten Auflösung 

                                                                  
                                           [L]T 
                                            ║  l°1,1   l°1,2   l°1,3║
                                            ║  l°2,1   l°2,2   l°2,3║
  [L]                                       ║  l3,1    l3,2    l3,3 ║
         Faktoren   1       2      3   
                                                  Kor​relationen [R]
      Var 1     ║  l°1,1   l°2,1  l3,1  ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
      Var 2     ║  l°1,2   l°2,2  l3,2  ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
      Var 3     ║  l°1,3   l°2,3  l3,3  ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║



Dies bedeutet außerdem, daß es für die Faktorisierung einer Korrelationsmatrix beliebig viele Lösungen gibt, die sich nur durch Rotationen unterscheiden. Die geometrische Anschauung einer bestimmten Rotation sei hier immer als Orientie​rung einer Lösung bezeichnet, z.B. Hauptkomponentenorientierung oder Dreieck​sorientierung des Systems u.s.w.

2.3 Anmerkungen zur Notation

2.3.1.1) In den folgenden Formeln werden stets 2 Faktoren in Beziehung gesetzt, da Rota​tio​nen des Systems nacheinander in allen Dimen​sions​paaren (also Ebe​nen) durchgeführt werden. 

2.3.1.2) Der Einfachheit halber wird der Faktor niedrigerer Nummer als X- und der Faktor höherer Nummer als Y-Vektor bezeichnet.

2.3.1.3) Die Ladungen der Variablen auf dem ersten Faktor werden als x-Werte bezeichnet, die Ladungen der Variablen auf dem andern Faktor als y-Werte.

2.3.1.4) In den Fällen, wo die x-und y-Werte (oder Vielfache von ihnen) ledig​lich in ein Kriterium summiert werden, wird in den Ableitungsformeln oft das Summenzeichen fort​gelassen, sofern die Ableitung prinzi​piell auch stimmen würde, wenn es nur eine Variable geben würde. Lediglich bei den Rota​tions​kriterien, in denen die Reihen​folge, die Nummer etc der Variablen eine Rolle spielt (z.B. Diagonalrotation), werden in den Formeln ggfls x- und y-Werte indiziert.


2.3.2.1) Mit dem Rotationswinkel p soll gelten


x° = x cosp - y sinp 


y° = y cosp + x sinp 



2.3.2.2) Die Ableitung nach p ergibt


x°' = - x sinp - y cosp  = - y° 


y°' = - y sinp + x cosp  =   x° 


x° und y° verhalten sich also in der Ableitung genau wie cos und sin zueinander


Betrachtet man x und y als Koordinaten eines Vektors, so lautet die Polardarstel​lung:


2.3.2.3) x und y in Polarkoordinaten 


x = l cosß 


y = l sinß 



x° = l cos (ß+p) 


y° = l sin (ß+p) 


und 


2.3.2.4) "doppelte" x und y in Analogie zu cos(2p) und sin(2p) 


a:
cos²p - sin²p = cos2p 

b:
2 cosp sinp   = sin2p 


c:
x² - y² = l² ( cos²ß - sin²ß ) = x2 

d:
2 x y   = l² ( 2 sinß cosß   ) = y2 
   bzw

e:
x°² - y°² = l² ( cos²(ß+p) - sin²(ß+p) ) = x°2 

f:
2 x° y°   = l² ( 2 sin(ß+p) cos(ß+p)   ) = y°2 

und äquivalent bei Vervierfachug etc.

2.3.2.5) halbe Winkel
 


cos²p - sin²p = cos2p 


cos²p + sin²p = 1 



2 cos²p   = 1 + cos2p  

a:
cosp = sqrt ( 0.5*(1+cos2p)) 



2 sin²p   = 1 - cos2p  

b:
sinp = sqrt ( 0.5*(1-cos2p)) * Z 

c:
   mit Z = Vorzeichen (sin2p)


   da sin2p = 2 cosp sinp 


   und Vorzeichen (cosp) immer positiv



Bei sinp wird also ggfls das Vorzeichen angepaßt, da die Quadratwurzelfunk​tionen für cosp immer nur positive Werte liefern.

Isolierung der cos- und sin-Anteile in den rotierten doppelten Winkeln

2.3.2.6) 
            a:  x°2 = (x cosp - y sinp)² - ( y cosp + x sinp)²
                    = (x²-y²)(cos²p-sin²p)  -  2xy 2 sinp cosp
                    = x2 cos2p - y2 sin2p 
            b:  y°2 = y2 cos2p + x2 sin2p 



also äquivalent der Rotationsformel für den einfachen Winkel

2.3.2.7) Ableitungen der rotierten doppelten Winkel nach p

               x°2' = (x2 cos2p - y2 sin2p)'
                    = (- 2 x2 sin2p - 2 y2 cos2p )
                    = - 2 y°2
               y°2' = (y2 cos2p + x2 sin2p)' 
                    = (- 2 y2 sin2p + 2 x2 cos2p )
                    =  2 x°2


Auch die Ableitungen auch der rotierten doppelten Winkel entsprechen den übli​chen Ableitungen der cos- und sin-Funktionen 

3. Die implementierten (automatischen) Rotationsverfahren

3.1 Die Standardrotationen

3.1.a) Die Dreiecksorientierung

Die Dreiecksorientierung ist die anfängliche Orientierung des Faktorensystems nach der Auflösung der Korrelationsmatrix. 

Der Faktor 1 ist identifiziert als die erste Variable (V1); die Ladungen der ande​ren Variablen auf diesem Faktor sind daher gleichzeitig deren Korrelationen mit der ersten Variablen. Der von der ersten Variablen unabhängige Teil tritt in den restlichen Faktoren auf.

Der Faktor 2 ist identifiziert als der von V1 (erste Variable) unabhängige Teil der Variablen 2 (V2). Die Ladungen der anderen Variablen auf diesem Faktor sind daher deren partielle Korrelationen mit V2 unter Auspartialisierung der Variablen V1.

Die restlichen Faktoren sind entsprechend orientiert.

Abb 3.Dr.1
                                            ║  l1,1    l1,2    l1,3 ║
                                            ║  0       l2,2    l2,3 ║
                                         *  ║  0       0       l3,3 ║
          Faktor    1       2     3       =         Korrelationen
  V1 =          ║  l1,1    0      0     ║   ║  r1,1    r2,1    r3,1 ║
  V2 =          ║  l1,2    l2,2   0     ║   ║  r1,2    r2,2    r3,2 ║
  V3 =          ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║   ║  r1,3    r2,3    r3,3 ║
                                      



Im folgenden wird auf die vollständige Darstellung des Schemas verzichtet; nur die Faktormatrix (links) wir weiterhin dargestellt




* geometrische Sicht

In der geometrischen Sicht ( 2-D-Modell ) erscheint folgende Figur :

[image: image3.wmf]
V1 liegt auf der X-Achse und hat also nur eine x-Komponente; V2 liegt in der X/Y-Ebene und hat neben seiner x-Komponente auch einen von V1 unabhängigen y-Anteil. Äquivalent ist dies mit mehreren Variablen in mehr Dimensionen fort​zuschreiben.




* algebraische Sicht

Aus einer beliebigen Orientierung soll in die Dreiecksorientierung rotiert werden. (hier im 3-D-Beispiel)

Abb 3.Dr.3: 
    Faktor    1       2     3               Faktor    1       2     3        
    Achse     X       Y     Z                         X       Y     Z
 V1 =     ║  l1,1    l2,1   l3,1  ║               ║  l'1,1   0      0     ║  
 V2 =     ║  l1,2    l2,2   l3,2  ║  ‑‑‑‑‑‑‑‑>    ║  l'1,2   l'2,2  0     ║  
 V3 =     ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║  (rotat.)     ║  l'1,3   l'2,3  l'3,3 ║  
                                      

Zunächst wird das Achsenpaar 1 und 3 ( hier als X und Z bezeichnet) betrachtet.

Das erste Rotationskriterium errechnet sich allein aus der ersten Variablen. Be​zeichnen wir deren momentane X-Koordinate mit x und ihre Z-Koordinate mit z, sowie die gewünschten X/Z-Koordinaten mit x' und z', die sie nach Rotation er​halten sollen, formelmäßig also:

x°:=cosp * x - sinp * z 
z°:=cosp * z + sinp * x 


so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 


z° := 0 


für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Ableitung:


         0   = cosp * z + sinp * x 
  mit                lae = SQRT ( cos²p + sin²p)
               cosp =  x / lae 
               sinp = -z / lae 


Diese Art der Ableitung von cosp und sinp mit der Hilfsgröße lae wird an al​len Stellen des Programms bevorzugt -  bis auf die Ausnahme der manuellen Rotatio​nen und der Rotation mit wählbarer Achsenoptimierung (Untermenü "Experimentelle Ro​tationen").

Die Rotation um den durch cosp und sinp bestimmten Winkel in X und Z wird dann mit allen Variablen durchgeführt, und man erhält die Achsen X° und Z°. Die erste Variable hat nun in der Z°-Achse die Koordinate 0.

Abb 3.Dr.4: 


    Faktor    1       2     3           Faktor    1       2     3       
    Achse     X       Y     Z           Achse     X       Y     Z       
  V1      ║  l1,1    l2,1   l3,1  ║           ║  l°1,1   l2,1   0      ║ 
  V2      ║  l1,2    l2,2   l3,2  ║  --->     ║  l°1,2   l2,2   l°3,2' ║ 
  V3      ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║           ║  l°1,3   l2,3   l°3,3' ║ 
                                                                         
Kriterium ║  l1,1           l3,1  ║           ║  l°1,1          0      ║ 
  Winkel  ║  cosp          -sinp  ║           ║   1             0      ║ 
                                                                          

Aus der nun veränderten Achse X° und der Achse Y wird danach nach dem glei​chen Verfahren X°° und Y° bestimmt, sodaß die erste Variable auch in der Y°-Achse eine 0 Koordinate aufweist.

Abb 3.Dr.5: 
    Faktor    1       2     3           Faktor    1         2     3       
    Achse     X       Y     Z           Achse     X         Y     Z       
  V1      ║  F°1,1    F2,1    0     ║           ║  F°°1,1    0      0     ║ 
  V2      ║  F°1,2    F2,2   F°3,2  ║  --->     ║  F°°1,2   F°2,2   F°3,2 ║ 
  V3      ║  F°1,3    F2,3   F°3,3  ║           ║  F°°1,3   F°2,3   F°3,3 ║ 
                                                                         
Kriterium ║  F°1,1    F2,1          ║           ║  F°°1,1     0           ║ 
  Winkel  ║  cosp   -sinp           ║           ║   1         0           ║ 
                                                                          

Wir sehen nun, daß in der Variablen V1 die gesamte Varianz im Faktor 1 ge​sammelt ist. Andererseits zeichnen sich die Faktoren 2 bis 3 sich bisher nur da​durch aus, daß V1 dort keine La​dungen aufweist. 

Um zur Dreiecksgestalt zu kommen wird nun in einem zweiten Iterationsschritt das gleiche Verfahren ausgehend von der Variable V2 durchgeführt, wobei aller​dings die Achse 1 unberührt bleibt. Man hat also weniger Rotationen durchzufüh​ren, da die erste Achse bereits bestimmt ist.

Bei mehreren Variablen und Achsen wird nach jeder Rotation die Anzahl der zu bearbeitenden Achsen um eins geringer, bis am Ende alle Achsen bestimmt sind.

Es ensteht folgende Dreiecksgestalt:

Abb 3.Dr.6:

 
    Faktor    1         2       3           Faktor    1        2       3     
    Achse     X         Y       Z           Achse     X        Y       Z     
  V1      ║  F°°1,1     0       0     ║          ║  F°°1,1    0        0    ║ 
  V2      ║  F°°1,2    F°2,2   F°3,2  ║  --->    ║  F°°1,2   F°°2,2    0    ║ 
  V3      ║  F°°1,3    F°2,3   F°3,3  ║          ║  F°°1,3   F°°2,3  F°°3,3 ║ 
                                                                           
Kriterium ║            F°2,2    F°3,2 ║          ║           F°°2,2    0    ║ 
  Winkel  ║            cosp   -sinp   ║          ║            1        0    ║ 
                                                                          

* inhaltliche Bedeutung

Die inhaltliche Bedeutung ist bei dieser Rotation untergeordnet. Primär dient sie zur Reorganisation der Faktorladungsmatrix, um mit wenig Aufwand die nied​rigstmögliche Faktorzahl zu erreichen.

Dennoch gibt es auch inhaltliche Aspekte. Haben die Variablen eine zeitliche oder eine "Simplex"-Struktur (vgl 3.l), bildet die Dreiecksorientierung diese Tatsache nach.

Dirk REVEN​STORF(1976) gibt für Variable mit vorhandener Kausalstruktur (zeitlicher Abhängigkeit) ein Beispiel: er unterstellt die Items Schulbildung Vater als V1, Berufl. Status des Vaters als V2, Schulbildung Sohn als V3 und den Be​rufl. Status der Jobs 1 und 2 des Sohns als Variable V4 und V5. (S.114). Hier scheint eine Orientierung angemessen, wie sie die Dreiecksorientierung liefert.

Auch an anderen Stellen gibt er inhaltliche und mathematische Hinweise zur Dreiecks​orientie​rung unter der Bezeichnung "Gestuftes Modell". (z.B. S.169).

Das "Simplex"-Konzept (im folgenden nach PAWLIK,1968, S.290 ff.) reflektiert ebenfalls eine ähnliche Orientierung. Ein Simplex ist eine Variablen​struktur, in der in allen Variablen eine bestimmte Gruppe von Einflußfak​toren wirksam ist, aber in jeweils unterschiedlicher Zahl. Genauge​nommen ist hierunter eine Drei​ecksstruktur zu verstehen: 


V1 besteht aus F1 
V2 besteht aus F1 und F2 
V3 besteht aus F1 und F2 und F3 
 usw.


Dies entspricht genau der Dreiecks​konfiguration in INSIDE - R. 
) 

Als Anmerkung am Rande und zur Verteidigung dieses Konzepts "Komponenten​analyse" sei ein Absatz aus CLAUSS/EBNER zitiert, der zeigt, wie klar und ein​fach eine spezielle Orien-tierung (die Dreiecksrotation) innerhalb des Kom​ponen​tenkalküls ausdrückbar und bere​chenbar ist im Verhältnis zum CFA-Kalkül, in dem ein kaum durchdringlicher Text von großen mathematischen Aufgaben zeugt: (CLAUSS/EBNER, S.437) 

"Spezielle Transformation"

Die Faktoranalyse kann auch eingesetzt werden, wenn man feststellen will, durch welche andere Zufallsvariablen ("Einflußgrößen") eine bestimmte "Ziel​größe" wesentlich beeinflußt wird. Für diesen Fall haben JAHN und VAHLE (1970) mit der "speziellen Transformation" ein Verfahren beschrie​ben, das auf LUDWIG (1964) zurückgeht. Ausgangspunkt ist dafür die un​ro​tierte Faktormatrix. Die Transformation - sie entspricht einer Dre​hung des Achsen​systems - wird so gewählt, daß die Zielgröße in einem Faktor (F'1) eine hohe Ladung und in allen anderen Faktoren Nulladungen hat. (Mit an​deren Worten: Die Drehung erfolgt so, daß die Achse F'1 des ro​tier​ten Sy​stems durch denjenigen Punkt des Faktorraums verläuft, der die Ziel​größe reprä​sen​tiert.) Im Ergebnis dieser Trans​for​ma​tion lassen sich die Ein​fluß​größen nach den Absolutbeträgen ihrer La​dun​gen im Fak​tor F'1 in eine Rang​folge bringen, die der nach ihrem Einfluß auf die Ziel​größe ent​spricht. Damit ergibt sich zum Bei​spiel die Möglichkeit, durch Ver​än​de​rungen im System der Einfluß​größen op​ti​ma​le Bedingugnen für die Ziel​größe zu schaffen."

	

(Alle Hervorhebungen und Lit.-Verweise wie im Original)


Die "Zielgröße" ist hierbei einfach die Varia​ble V1 bei der Dreiecksrotation. Die "Ein​fluß​größen" sind die anderen Variablen im Rota​tionskriterium. Die Verände​rung der Rangfolge erfolgt durch den Sortierbefehl.

Literatur :
Revenstorf,D.: Lehrbuch der Faktorenanlyse.
Clauss/Ebner : Statistik. Bd 1: Grundlagen
Pawlik,K.: Dimensionen des Verhaltens




3.1.b) Zentralorientierung: Zentroid

Die Zentroidorientierung ist die einfachste statistische und in den historisch frü​hen faktorenanalyti​schen Studien meistens verwendete Orientierung (die iterativen Verfahren waren ohne EDV zu aufwendig). Sie besteht in dem Ver​such, eine mitt​lere Richtung in dem durch die Variablen definierten Vektorbündel fest​zulegen. Diese ist also z.B. als Resultante aller addierten Vektoren zu verstehen.

* geometrische Sicht

Beim Zentroidverfahren stellt die geometrische Sicht die Algebra am direktesten dar. Der 1. Faktor ist lediglich die Resultante aller Variablen. Im 2-D Fall tritt fol​gende Orientierung ein
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Mehr als bei anderen Orientierungen erkennt man hier durch die geometrische Sichtweise auch zwei allgemeine Probleme dieser Orientierung: 

- Problem 1 : nur die erste Achse ist eindeutig bestimmt; die Lage aller anderen Faktoren sind beliebig rotiert, da jede dieser Positionen das Kriterium er​füllt. Dies wird im Absatz über die algebraische Sicht deutlich.

- Problem 2 : Variablen die negativ zueinander korreliert sind, schwächen sich in ihrem Einfluß ab; im Extremfall heben sie sich sogar gegenseitig auf. Dies kann man geometrisch sehr deutlich erkennen:
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Als Abhilfe für das Problem 2 verwendet man die Methode der Spiegelung. Bei der inhaltlichen Abgrenzung eines Faktors von einem andern ist es offensichtlich nicht wesent​lich, ob eine Variable positiv oder negativ auf ihm lädt; es ist nur wichtig, daß es eine solche Dimension gibt. Daher unterstellt man, daß es für die Faktoren​lokali​sation egal ist, ob negative oder positive Ladungen vorliegen und spiegelt Vekto​ren mit negativen Ladungen direkt in sich zurück. 

Im 2-D-Modell stellt sich eine solche Spiegelung so dar
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Dann hat man im Normalfall lauter Vektoren, die grob in eine Richtung zeigen und für die ein Zentroid, der wenigstens die inhaltlichen Ansprüche befriedigt, gefun​den werden kann.

Da aber auch dies nicht immer eine eindeutige Lösung hervorbringt (welche Vari​ablen werden gespiegelt?) und vor allem, da dies ein nichtlinearer Einfluß in der Analyse ist, halte ich diesen Ansatz für verfehlt. Deshalb würde ich die Zentroi​dorientierung auch nur im Sonderfall anwenden; in den ersten Versionen des Pro​gramms war diese Orientierung auch erst gar nicht implementiert.




* algebraische Sicht / Optimierungskriterium

Der Mittelvektor wird bestimmt, indem man für jeden Faktor alle Komponenten addiert und durch die Zahl der verwendeten Variablen teilt. Die berechneten Werte ergeben die Komponenten des Zentroidvektors innerhalb der aktuellen Faktorori​entierung. 

Mathematisch als Optimierungskriterium ausgedrückt bedeutet das : die Kompo​nenten des Zentroidvektors in x-Koor​dinate ansammeln, die y-Koordinate(n) wer​den Null.

Dies kann man durch fol​gende Entwicklung berechnen:

Setzt man allgemein 

x°:=cosp * x - sinp * y 
y°:=cosp * y + sinp * x 


so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 


SUM ( x°) -> MAXIMUM
SUM ( y°) -> 0 


für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:

   0  = SUM ( y°)  
   0  = SUM ( y cosp  + x sinp )

   0 =   cosp * SUM y + sinp * SUM x



mit 


    lae = sqrt ( (SUM y)² + (SUM x)²) 


gibt es zwei Lösungen: 


Lösung 1:
           cosp =  SUM x / lae 
           sinp = - SUM y / lae 
Lösung 2:
           cosp = - SUM x / lae 
           sinp =   SUM y / lae 



wobei die Lösung 1 vorzuziehen ist, da sie für den neuen X-Vektor (Faktor 1) in der Summe positive Ladungen hervorbringt.

Der Zentroidvektor mit den Koordinaten (SUM x, SUM y) wird dann durch cosp und sinp auf den 1 Faktor rotiert, wobei das ge​samte System mitrotiert wird. 

Die Operation wird für alle Achsenpaare durchgeführt, wie dies in Kap 1.3 aus​führlich dargestellt ist. 

Es entsteht eine Lage, die allerdings nur in Bezug auf den ersten Faktor eindeutig ist.

In allen Achsen ist die Summe der Koordinaten bereits nach der ersten Iteration Null, sodaß kein weiteres Kriterium für die Orientierung der restlichen Achsen be​stimmbar ist. 

Die Spiegelung der Variablen mit negativen Koordinaten, die weitere Iteratio​nen ermöglichen würde, wird in INSIDE - R nicht verwendet; d.h. eine wei​tere Rotation findet nicht statt, die Lage der Faktoren 2 bis f bleibt also letzt​lich zufällig!




* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx,sy :=0
  für alle Kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     sx := sx + x                    sy   := sy + y 

  lae  := sqrt ( sx² + sy²)
  cosp :=  sx / lae                sinp := - sy / lae

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y 
     y' := cosp y + sinp x 



* Inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Bei einem Variablensatz, der keine negativen Korrelationen aufweist, kann die Zentroidorientierung eine einfache und befriedigend genaue Aussage über die zen​trale Tendenz zeigen, die den Vorteil hat, daß sie sogar mit der Hand berech​net werden kann, wenn nicht zuviele Variablen und Faktoren im Spiel sind. Muß man aber von der Existenz von mehr als einem relevanten Faktor ausgehen, liefert die Zentroidorientierung ein uninteressantes Ergebnis.

Literatur :
Überla,K,:Faktorenanalyse. Springer,1968
Revenstorf,D.:Lehrbuch der Faktorenanlyse.

3.1.c) Hauptkomponentenorientierung

Die Hauptkomponentenorientierung ist die übliche Anfangsorientierung in der Faktoren​analyse. Es gibt neben den mathematischen Optimierungs​kriterien auch statisti​sche Gründe für die große Bedeutung der Hauptkomponenten. Kurz gesagt ver​wendet man in der differenzierteren Faktorenanalyse die ersten bei der Haupt​komponenten​orientierung gefundenen Faktoren als Basis für alles weitere Vorge​hen. 

Wenn man nur einen Faktor in seinem Datensatz erwartet, liefert diese Ori​entierung das beste Ergebnis - unter statistischen Kriterien auch ein besseres als die Zentroidorientierung.

In vielen Gebieten der Mathematik, in denen mit Matrizen gerechnet wird, beson​ders in der angewandten Mathematik in Physik, Elektrotechnik usw. spielt der Be​griff des "EIGEN-Wertes" eine wichtige Rolle. Es stellt sich heraus, daß "Eigenwert"-Bestimmung, "Eigenvektoren" und Hauptkomponenten​orien​tierung ineinander abbildbar sind (dazu an anderer Stelle mehr). D.h. in der Praxis vor al​lem, daß man die (nicht direkt bestimmbare) Haupt​kompo​nenten​orien​tierung über die "Eigenvektor"-bestimmung vornimmt, für die es effiziente numerische Verfah​ren gibt. Bspw verwendet SPSSPC die Eigenwertbestimmung als Methode zur Auf​findung der Hauptkomponenten.

Die Darstellungen der Haupt​komponenten​bestimmung in der Literatur benutzen fast durchweg dieses Eigenwert- und Eigenvektor-Kalkül, das zunächst auch schwer auf dieses Komponentenmodell übertragbar erscheint.

Durch das Komponentenkalkül dieses Programms ist die Eigenwertbestimmung aber gar nicht notwendig; dieses Verfahren wäre auch außerhalb der Logik der rest​lichen Verfahren angesiedelt und würde die einfache Systematik der bekannte​sten Rota​tionsverfahren eher verdecken als nutzen. Das iterative Rotieren wie bei den bei​den vorher geschilderten Verfahren ist effizient und ausreichend, um die Haupt​komponen​ten​orientierung aufzufinden. Das entscheidende ist lediglich wie bei al​len anderen Orientierungen auch die richtige Wahl des Optimierungs​kriteriums.


* geometrische Sicht

Auch hier wird wieder der 2-D-Fall angenommen ohne die Allgemeinheit einzu​schränken.

Im Abschnitt über die Zentroidorientierung wurde das Problem geschildert, daß gegeneinander orientierte Variablen sich aufheben, anstatt in das Rotationskritium mit gemeinsamen Einfluß einzugehen. Man arbeitet dort deshalb oft mit der Me​thode der Spiegelung der Variablenvektoren, um diese Kompensationen zu ver​meiden. 

Die Hauptkomponentenmethode geht einen anderen Weg : sie verdoppelt die Win​kel, bildet hieraus den Zentroid Z2 und rotiert dann das System um den hal​ben Be​trag des Winkels von Vektor Z2. Wie an der Grafik deutlich wird, heben sich durch diese Maßnahme gegenläufige Variablen nicht mehr gegenseitig auf sondern addie​ren sich wie gewünscht.
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Wir werden sehen, daß die Zentroid-, Hauptachsen- und Quartimax-Orientierung hierüber in ein einfaches Schema eingeordnet werden können:

* Zentroid - Mittelvektor der einfachen Winkel

* Hauptkomponenten - Mittelvektor der doppelten Winkel

* Quartimax - Mittelvektor der vierfachen Winkel

* Oktomax ( Untermenü "experimentelle Rotationen") - Mittelvektor der achtfa​chen Winkel. 

Auch Varimax (vierfache Winkel) und die experimentelle Orientierung "Faktorvarimax" (zweifache Winkel) passen in dieses Schema, wenn auch mit Mo​difikationen bei der Kriterienberechnung.




* algebraische Sicht / Optimierungskriterium

Das Hauptkomponentenkriterium kann unterschiedlich ausgedrückt werden, weil eine Hauptkomponentenorientierung verschiedene besondere Eigenarten hat. 

a: Aus der Matrizenalgebra ist bekannt, daß die Hauptkomponenten als Faktoren Vielfache der "EIGEN-Vektoren" sind. 

b: Die Summen der Quadrate der Ladungen in jedem Faktor entsprechen den Ei​genwerten der Korrelationsmatrix. 

c: Die Summe der La​dungsquadrate des 1. Faktors ist ein Maximum, die Summe im 2. Faktor das dar​auf folgende mögliche Maximum usw. 

d: Wenn die Variablen als Achsen und die Faktoren als Vektoren aufgefaßt wer​den ( also in der Matrix und auf dem Bildschirm zeilenweise die Dimensionen gele​sen werden) und man die Winkel zwischen den so aufgefaßten Vektoren be​stimmt, stehen alle Vektoren senkrecht aufeinander. 

e: Der Aspekt aus der geometrischen Sicht, daß in jedem Achsen​paar der Mittel​vektor der verdoppelten Winkel auf der X-Achse liegt, wurde im Absatz über die geometrische Sicht schon deutlich.

Im Komponentenkalkül und in diesem Programm sind die Aspekte a,b,d unwich​tig; das Verfahren in diesem Programm ist an c: und e: orientiert: die Summe der Ladungs​quadrate in X ist maximal (Kriterium c) bzw der Mittelvektor der verdop​pelten Winkel liegt auf der X-Achse (Kriterium e) , was allein mithilfe der aus der Schule bekannten Cosi​nus/Sinus-Regeln unmittelbar ineinander über​setzbar ist.

Das Schema des Rotationsverfahrens ist ausführlich im Kap 1.3 dargestellt; aber anders als bei der Zentroidrotation muß es wiederholt angewandt werden. 

Hier handelt es sich um einen echten Iterationsprozeß, da das nach Rotation 1 in X-und Z-Achse eingestellte Optimum durch die Rotation in X/Y und Y/Z-Achse be​einträchtigt und wieder ausgelenkt wird. Das System nähert sich der Ideallage aber immer weiter an.

Das Optimierungskriterium wird ausgedrückt wie folgt: die Quadrate der X-Koordi​naten maximieren, die Quadrate der Y-Koordinaten minimieren. Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:

Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)

x°:=cosp * x - sinp * y 
y°:=cosp * y + sinp * x 


so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 


SUM  x°² -> MAXIMUM


für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


MAXIMUM   = SUM x°² 

  ( abgeleitet nach p )

 0  = SUM  x°²'
   =  SUM  2 x° x°'
   =  SUM - 2 x° y°     (vgl. 2.3.2.2)
   =  SUM - y°2         (vgl. 2.3.2.4 f)

 0 =  SUM - ( y2 cos2p + x2 sin2p )        (vgl 2.3.2.6 b)
 0 =  -  cos2p SUM y2 - sin2p SUM x2 


Mit der Hilfsgröße 

 lae = SQRT ( (SUM y2)² + ( SUM x2)² )


ergeben sich zwei Lösungen, die sich im Vorzeichen unterscheiden und ent​weder ein Minimum oder ein Maximum der Optimierungsfunktion bewirken:


Lösung 1:   cos2p := (SUM x2) /lae
            sin2p :=-(SUM y2) /lae

Lösung 2:   cos2p :=-(SUM x2) /lae
            sin2p := (SUM y2) /lae



Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin2p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 90 Grad bleibt.

Nachdem man also aus allen Variablen die Summen der Koordinatenquadrate ge​bildet hat, sind cosp und sinp nach einfachen trigonometrischen Funktionen zu be​rechnen. Sie zeigen an, um wieviel das System rotiert werden muß, damit das Op​timierungskriterium erfüllt wird. Dies wird für jedes Achsenpaar getrennt be​rechnet und so durchgeführt, wie dies im Kapitel unter "Dreiecksrotation" be​schrieben ist.




* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx,sy :=0
  für alle kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     sx := sx + ( x² - y²)              sy := sy + ( 2 x y ) 

  lae   := sqrt ( sx² + sy²)
  cos2p := sx / lae                   sin2p := - sy / lae
  cosp  := sqrt ( 0.5(1 + cos2p))     sinp  := sqrt ( 0.5(1 - cos2p))
    wenn sy<0 dann sinp = - sinp 

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y         
     y' := cosp y + sinp x 






* inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Wie dies weiter oben schon vermerkt wurde, wird die Hauptkomponentenorien​tierung der Zentroidorientierung allgemein vorgezogen, wenn man nur einen Fak​tor vermutet. (vgl zu diesem Absatz v.a. die Monographie von K.ÜBERLA)

Die Methode der Spiegelung beim Zentroid​verfahren im Verhältnis zur Winkel​ver​dopplung bei der Hauptkomponenten​rotation ist ver​gleich​bar mit dem Ver​hältnis der Absolut​betrag​bildung zur Quadrierung von Werten, wenn man po​si​tive Zahlen erhalten will.(vgl. Berechnung Standard​abweichung) Die Absolut​betrag​bildung sollte dabei als unstetige Opera​tion meiner Meinung nach generell ver​mieden und deshalb die Hauptkomponentenorientierung vorgezogen werden.

Im ersten Faktor erscheint der stärkste Einfluß, der im Vari​ablenset wirkt, im zweiten Faktor der zweitstärkste. Diese Formulierung trifft hier genauer als bei der Zentroidorientierung, da die Polarität der Faktoren auch aus mathematischen Grün​den keine Rolle spielt - nicht nur, weil bestimmte Variablen gespiegelt wä​ren. 

Forscher, die im Kalkül der Varianzzerlegung denken, würden die erste Haupt​achse als Faktor, der den größtmöglichen Varianzanteil des Modells auf​klärt be​zeichnen. Es wird deswegen in der Kopfzeile auf dem Bildschirm eine Zeile mit​geführt, in der die Ladungsquadratsumme für jeden Faktor ausgewiesen wird. Dies ist der Varianzanteil, den ein Faktor "aufklärt". Man geht davon aus, daß ein Faktor mit der LQS größer als 1 mehr erklärt als eine einzelne Variable und ein Faktor mit einer LQS kleiner als 1 weniger als eine einzelne Variable. 

Es ist deshalb üblich, zunächst eine Hauptkomponentenrotation durchzuführen, damit möglichst viel Varianz durch die vorderen Faktoren erklärt wird, und für weitere Analysen nur noch diese vorderen Faktoren zu verwenden, die eine LQS größer als 1 aufweisen (KAISER-Kriterium). Wegen dieser meist angewendeten Form der Faktorenextraktion ist der Begriff der "Hauptkomponentenanalyse" prak​tisch zu einem Synonym für das ganze mathematische Kalkül der Kompo​nen​ten​analyse geworden: Faktorenanlysen finden i.allg. nur noch auf diesen so aus​ge​wählten Hauptkomponenten statt und sind somit "Hauptkomponenten"-Ana​ly​sen. In INSIDE - R entspricht das dem Vorgehen, nach einer "Haupt​kompo​nen​ten​rotation" einfach alle Faktoren mit einer LQS kleiner als 1 als ungültig zu mar​kieren und weitere Analysen nur noch auf dem unmarkierten Rest durch​zu​füh​ren. Es soll hier aber ausdrücklich gesagt sein, daß dies nur eine Option ist; die Fak​torenextraktion nach diesem Kaiser-Kriterium ist nicht auto​matisch in​haltlich an​gezeigt und kann deswegen interaktiv modifiziert werden.

Literatur :
Überla,K. : Faktorenanalyse. Springer,1968
Revenstorf,D: Lehrbuch der Faktorenanlyse.
Backhaus,M. : Multivariate Analyseverfahren. 




3.1.d) Quartimaxorientierung

Die Quartimaxorientierung ist die einfachste Orientierung, die von 2 oder mehr gleich​berechtigten Faktoren ausgeht, während man die Zentroidorientierung bzw Hautpkomponenten auswählt, wenn man überhaupt nur einen Faktor unterstellt oder zumindestens von einem dominierenden Faktor ausgeht. 

Die Rotation wird bei letzterer Annahme -wie oben bereits dokumentiert- so ein​gestellt, daß ein möglichst großer Anteil an Faktorladungsquadraten (entspricht Va​rianzanteilen der Variablen) im ersten oder in den ersten Faktoren gesammelt wird. Geometrisch wirkt sich das so aus, daß die Variablenvektoren an der X-Achse ori​entiert werden, was natürlich nur Sinn macht, wenn man tatsächlich nur einen Faktor erwartet.

Erwartet man zwei oder mehr gleichberechtigte Faktoren, müssen X-und Y- Achse (und natürlich auch weitere) auch gleichbewertet werden. D.h. das System darf damit so rotiert werden, daß die Variablenvektoren entweder in der Nähe der X- oder in der Nähe der Y-Achse liegen. Die Gesamtzahl der erwarteten Achsen wird dabei entweder aus der Hy​pothese ab​geleitet oder durch Anwendug des Kai​serkriteriums (vgl Hauptkompo​nentenrotation) bestimmt.

Über die Faktorenanalyse hinausweisende Eigenschaften der Quartimax-Orientie​rung, die über die statistische Anwendun​gen hinaus von Bedeutung wären, sind nicht bekannt (also nicht wie z.B. bei der Hauptkomponenten​orientierung die Ver​bindung zu den Eigenwert-Eigenschaften).

* geometrische Sicht

Auch hier wird wieder der 2-D-Fall angenommen ohne die Allgemeinheit einzu​schränken.

Im Abschnitt über die Zentroidorientierung wurde das Problem geschildert, daß gegeneinander orientierte Variablen sich aufheben, anstatt in das Rotationskritium mit gemeinsamen Einfluß einzugehen.(vgl die Abb dort) Man arbeitet dort des​halb oft mit der Me​thode der Spiegelung der Variablenvektoren, um diese Kompensa​tionen zu ver​meiden. 

Die Hauptkomponentenmethode verdoppelt die Winkel, bildet hieraus den Zen​troid Z2 und rotiert dann das System um den hal​ben Betrag des Winkels von Vektor Z2.(vgl die dortige Abb) Statt der Zentrierung zu einer Halbachse wie bei der Zen​troidrotation erfolgt hierdurch eine Zentrierung an die ganze X-Achse: Vektoren, die gegenläu​fig zueinander sind, kompen​sieren sich durch die Winkel​verdopplung nicht mehr, son​dern fallen aufeinander und gehen hierdurch mit ih​ren Originalanteilen in das Rotations​kri​te​rium mit ein. 

Bei der Quartimaxrotation werden die Winkel der Variablenvektoren vervierfacht. Hierdurch bilden sich nicht nur gegenläufige Vektoren auf​einander ab, sondern auch rechtwinklig zueinander angeordnete. (Im Hauptkomponenten​kriterium neu​tralisieren sich rechtwinklige Orien​tierungen wie bei der Zentroid​orien​tie​rung die gegenläufigen.) Diese neutra​li​sieren sich also nicht, sondern tragen ent​spre​chend ihren Anteilen zu einer Gesamt​opti​mierung bei.
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Wir sehen in der Abbildung, daß das Vektoren​system nach der Rota​tion so orien​tiert ist, daß die Vektoren mög​lichst dicht an einer der beiden Achsen anliegen, die hierbei gleich​starke Bedeutung haben. Eine Haupt​kompo​nenten​rotation hätte beide Vektoren an der X-Achse orientiert, wie das im folgenden Bild dargestellt wird:
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Diese Orientierung wäre nur sinnvoll, wenn man tat​sächlich nur einen Wirkfaktor unterstellt, wobei dann aber in diesem Beispiel das Problem wäre, zu erklären, was es mit den großen gegenpoligen Anteilen auf der Y-Achse auf sich hätte.

Gleich mit der Quartimax-Rotation verwendet auch die Varimax-Rotation (siehe nächster Abschnitt>) den vierfachen Winkel; allerdings wird er dort unter Rela​tivierung der Vektor​koordi​naten an einem Mittelwert bestimmt. Meist liegt übri​gens die Quartimax​orientierung sehr nah an der Varimaxorientierung.




* algebraische Sicht / Optimierungskriterium 

Das Verfahren ist dasselbe wie bei der Haupt​komponenten​rotation, nur wird das Kriterium Cosp und Sinp anders bestimmt. Für die Darstellung des Schemas eines vollen Rotationszyklus siehe Kap. 2.

Das Optimierungskriterium lautet: die vierten Potenzen der X- und Y-Koordina​ten maximieren.

Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:


Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)


   x°:=cosp * x - sinp * y 
   y°:=cosp * y + sinp * x 



so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 



         SUM ( x°4 + y°4 )  -> MAXIMUM



für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


MAXIMUM   = SUM x°4 + SUM y°4 

  ( abgeleitet nach p )

 0  = SUM       x°4'       + y°4'
   =  SUM     4 x° x°' x°²  + 4 y° y°' y°²   
   =  SUM   - 4 x° y°  x°²  + 4 y° x°  y°²     (vgl. 2.3.2.2)
   =  SUM   - 4 x° y° (x°²  -          y°² )                 
   =  SUM   - 2  y°2  ( x°² - y°² )               (vgl. 2.3.2.4 f)
   =  SUM   - 2  y°2   x°2                        (vgl. 2.3.2.4 e)
 0 =  SUM   - y°4                    (vgl. analog 2.3.2.4 f)

 0 =  SUM - ( y4 cos4p + x4 sin4p )    (vgl. analog 2.3.2.6 b)
 0 =  cos4p SUM y4 + sin4p SUM x4 


Mit der Hilfsgröße 

 l = SQRT ( (SUM y4)² + ( SUM x4)² )


ergeben sich zwei Lösungen, die sich im Vorzeichen unterscheiden und ent​weder ein Minimum oder ein Maximum der Optimierungsfunktion bewirken:


Lösung 1:   cos4p := (SUM x4) /lae
            sin4p :=-(SUM y4) /lae

Lösung 2:   cos4p :=-(SUM x4) /lae
            sin4p := (SUM y4) /lae



Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cos2p:= SQRT ( 0.5 ( 1 + cos4p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin4p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 45 Grad bleibt.

Nachdem man also aus allen Variablen die Summen der Koordinatenvielfachen ge​bildet hat, sind cosp und sinp nach einfachen trigonometrischen Funktionen zu be​rechnen. Sie zeigen an, um wieviel das System rotiert werden muß, damit das Op​timierungskriterium erfüllt wird. Dies wird für jedes Achsenpaar getrennt be​rechnet und so durchgeführt, wie dies im Kapitel unter "Dreiecksrotation" be​schrieben ist.

Leider ist es wie oben bereits vermerkt so, daß ein Optimum, das aus dem Ach​senpaar X/Y berechnet und eingestellt wurde, durch folgende Rotationen, z.B. in XZ und YZ, tangiert und ausgelenkt wird. Es sind also Iterationen notwendig. Man kann immerhin nach​weisen, daß das Verfahren zu einer eindeutigen Orien​tierung konvergiert (lediglich die Polarität der Faktoren ist unbestimmt).

* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx,sy :=0
  für alle kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     x2 :=      ( x² - y²)       y2 :=      ( 2 x y  )
     sx := sx + (x2² - y2²)      sy := sy + ( 2 x2 y2 ) 

  lae := sqrt ( sx² + sy²)
  cos4p  = sx / lae                    sin4p =  - sy / lae
  cos2p  = sqrt ( 0.5(1 + cos4p))      sin2p = sqrt ( 0.5(1 - cos4p))
  cosp   = sqrt ( 0.5(1 + cos2p))      sinp  = sqrt ( 0.5(1 - cos2p))
    wenn sy<0 dann sinp = - sinp 

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y 
     y' := cosp y + sinp x 




* Inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Die Quartimaxorientierung ist dann angezeigt, wenn man mehrere gleichberech​tigte Faktoren erwartet. Allerdings ist diese Orientierung nur angemessen, wenn man erwarten kann, daß alle Variablen nur auf je einem Faktor nennenswert la​den, da das Rotationsverfahren diese Konstellation approximiert.

Variablen, die vergleichbare Ladungen auf 2 Faktoren haben, sollten deshalb nicht in das Krite​rium hineingenommen werden.

Die Quartimaxrotation sollte man nur auf einem reduzierten Faktorenset durch​füh​ren; z.B.nach einer Faktorenextraktion nach dem Kaiserkriterium auf den verblei​benden Hauptkomponenten, wie dies ein Standardverfahren auch in den Pro​grammpaketen (SPSSPC,SYSTAT,SAS usw) ist oder nach einer Abtren​nung von Einzelrestfaktoren, wie dies einer CFA oder auch der Imageanalyse nahe​kommt.

Wenn soviele Achsen wie Variablen verfügbar sind, tendieren Quartimax und auch Varimax dazu, das System so zu lokalisieren, daß jede Variable in einem ei​genen Faktor gelegt ist. (Falls dies jedoch gewünscht sein sollte, wäre in INSIDE - R auch die DIAGONAL-Rotation im Menü "Experimentelle Rotationen" eine inter​essante Alternative).

In der Praxis ist die Quartimaxorientierung durch die Varimax-Orientierung ver​drängt, da dort das statistisch wichtige Konzept der "Einfachstruktur" 
) der Faktorenlösung wirksamer in das Optimierungs​kriterium umge​setzt wird. 

Literatur :
Überla,K.: Faktorenanalyse. Springer,1968, 1.Aufl.
Revenstorf,D.: Lehrbuch der Faktorenanlyse. Kohlhammer, Stuttgart, 1976
Backhaus,M.: Multivariate Analyseverfahren. 

3.1.e) Varimaxorientierung

Die Varimaxorientierung ist die übliche Orientierung, wenn man von 2 oder mehr gleich​berechtigten Faktoren ausgeht und die THURSTONE'sche Einfachstruktur in den Daten unterstellt (s. Fußnote bei "Quartimax").

Sie ist der Quartimaxrotation sehr ähnlich, und hat diese anscheinend vollständig abgelöst. Insbesondere benutzt sie ebenfalls die Vervierfachung der Winkel, je​doch werden die Komponenten, die in das Kriterium eingehen vorher noch nor​miert. Zum Verhältnis zur Zentroid- und Hauptkomponentenorientierung siehe bei Quartimax. 

Im Zusammenhang mit der Varimaxorientierung fällt stets das Stichwort "Kaisernormalisierung". Dies bedeutet nichts weiter als die Multiplikation der Faktorladungen mit einem Wert, die eine Gewichtung der Variablen vornimmt. Siehe dazu weiter unten.

Erwartet man zwei oder mehr gleichberechtigte Faktoren, müssen X-und Y- Achse (und natürlich auch weitere) gleichbewertet werden. D.h. das System darf damit so rotiert werden, daß die Variablenvektoren entweder in der Nähe der X- oder in der Nähe der Y-Achse liegen. Die Gesamtzahl der erwarteten Achsen wird dabei entweder aus der Hy​pothese ab​geleitet oder durch Anwendug des Kai​serkriteriums (vgl Hauptkompo​nentenrotation) bestimmt.

Die Varimax-Rotation wird stets auf einem verkürzten Faktorensystem ausge​führt; entweder auf den durch die CFA (z.B. Hauptachsenmethode) identifizierten Faktoren oder denen, die in der Komponentenanalyse als Hauptkomponenten mit Eigenwerten größer als Eins gefunden werden. Eine Anwendung auf den vollen Komponentensatz scheint nicht sinnvoll; bei vielen Faktoren tendiert die Varima​xrotation wie auch die Quartimaxrotation dazu für jede Variable einen eigenen Faktor zu finden.

* geometrische Sicht

Die geometrische Sicht ist bei der Varimaxrotation nur eingeschränkt verwend​bar, da Operationen auf den Komponenten vorgenommen werdenn, die nur schwerlich eine geometrische Entsprechung finden. Grundsätzlich kann die Geo​metrie der Quarti​maxorinetierung verwendet werden, da auch hier das Kriterium nach einer Win​kelvervierfachung gefunden wird. 

Bei der Quartimaxrotation werden die Winkel der Variablenvektoren vervierfacht. Hierdurch bilden sich nicht nur gegenläufige Vektoren auf​einander ab, sondern auch rechtwinklig zueinander angeordnete. Diese neutra​li​sieren sich also nicht, sondern tragen ent​spre​chend ihren Anteilen zu einer Gesamt​opti​mierung bei.

Die Winkelvervierfachung ist in zwei Verdoppelungen aufzuteilen.

Nach der ersten Winkelverdoppelung sind die entstandenen Koordinaten um Mit​telwerte zu bereinigen. Erst diese modifizierten Werte werden wieder als Koordi​naten verstanden und einer weiteren Winkelverdoppelung unterzogen.

Dies entspricht einer modifizierten Winkelvervierfachung wie bei Quartimax.

[image: image10.wmf]
	Es wird die Quartimax-Abbildung verwendet, da die VARIMAX-Berechnungen selbst nicht abbildbar sind.


Wir sehen in der Abbildung, daß das Vektoren​system nach der Rota​tion so orien​tiert ist, daß die Vektoren dicht an einer der beiden Achsen anliegen, die hierbei ver​gleich​bare Bedeutung haben. Es wird eine leichte Abweichung zur Quartimax​rotation vorliegen, in der die Achsen gleiche Bedeutung haben. Zur Abgrenzung gegenüber der Hauptkomponentenrotation vgl bei "Quartimax", Kap 3.d.




* algebraische Sicht / Optimierungskriterium 

Das Verfahren ist dasselbe wie bei der Haupt​komponenten​rotation, nur wird das Kri​terium Cosp und Sinp anders bestimmt. Ein ausführliches Schema für einen kom​pletten Rotationsvorgang findet sich in Kap 1.

Das Optimierungskriterium lautet etwas komplizierter als in den bisherigen Ver​fahren: die Varianz der Koordinatenquadrate im X- und Y-Faktor maximieren, d.h.:

- die Quadrate der X- und Y- Komponenten bilden.

- hierfür jeweils die Mittelwerte finden und von den quadrierten Komponenten abziehen.

- für die so modifizierten Komponenten die Varianz maximieren

Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:

Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)

x°:=cosp * x - sinp * y 
y°:=cosp * y + sinp * x 


so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 


(unter Benutzung von
    ___                     ___ 
    x°² = Σ x°² / v   und   y°² = Σ y°² / v
                     )

               ___           ___
 SUM (    (x°²-x°²)² + (y°² -y°²)² ) -> MAXIMUM


für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


               ___           ___
 SUM (    (x°²-x°²)² + (y°² -y°²)² ) -> MAXIMUM

 ( nach der Formel für die Varianzberechnung für x°² und y°² getrennt)

                        
 SUM  ((x°²)²+ (y°²)²)   -    ( (Σ x°²/v)²+ (Σ y°²/v)² )  -> MAXIMUM
 SUM  (x°^4 + y°^4 )     -             "  

  ( die beiden Terme getrennt abgeleitet nach p )

links = SUM   (x°^4 + y°^4 )' 
   =  SUM     4 x° x°' x°²  + 4 y° y°' y°²   
   =  SUM   - 4 x° y°  x°²  + 4 y° x°  y°²     (vgl. 2.3.2.2)
   =  SUM   - 4 x° y° (x°²  -          y°² )                 
   =  SUM   - 2  y°2  ( x°² - y°² )               (vgl. 2.3.2.4 f)
   =  SUM   - 2  y°2   x°2                        (vgl. 2.3.2.4 e)
links =  SUM   - y°4                    (vgl. analog 2.3.2.4 f)

links =  SUM - ( y4 cos4p + x4 sin4p )    (vgl. analog 2.3.2.6 b)
links =- ( cos4p SUM y4 + sin4p SUM x4 )


rechts = ( (Σ x°²/v)²+ (Σ y°²/v)² )' 
   =       (Σ x°²/v)²'+ (Σ y°²/v)²'  
   =      2 (Σ x°²/v)' (Σ x°²/v) + 2 (Σ y°²/v)' (Σ y°²/v)  
   =      2 (Σ 2x°' x° /v) (Σ x°²/v) + 2 (Σ 2y°' y° /v) (Σ y°²/v)  
   =      2 (Σ- 2y° x° /v) (Σ x°²/v) + 2 (Σ 2x° y° /v) (Σ y°²/v)  
   =   -  2 (Σ 2 y° x° /v)* ( (Σ x°²/v) - (Σ y°²/v) ) 
   =   -  2 (Σ  y°2 /v)* (Σ x°2 /v) 



Da in den Summenausdrücken eine Rotation auf die gesamte Summe wirkt wie auf die einzelnen Komponenten (man überzeuge sich durch Ausklammern) können wir die Summenausdrücke wie eigene "Variablenwerte" auffassen und benennen sie mit 

       (Σ  y°2 /v) = yM°2 
       (Σ  x°2 /v) = xM°2 



und erhalten 


   rechts  = -  2 yM°2  xM°2
           = -  yM°4 
           = - (  cos4p yM4 + sin4p xM4 )



Der Gesamtterm liest sich dann:



    0 = (links) - (rechts) 
      = ( - links) + (rechts) 
      =  (cos4p SUM y4 + sin4p SUM x4) - ( cos4p yM4 + sin4p xM4 )
      =   cos4p ((SUM y4) - yM4)    + sin4p ((SUM x4) - xM4 )

 die Multiplikatoren bei cos4p und sin4p benannt als Einzelvariable
      =   cos4p  Vy4                 + sin4p   Vx4 



Mit der Hilfsgröße 

 l = SQRT ( Vy4² + Vx4² )


ergeben sich zwei Lösungen, die sich im Vorzeichen unterscheiden und ent​weder ein Minimum oder ein Maximum der Optimierungsfunktion bewirken:


Lösung 1:   cos4p := Vx4  /lae
            sin4p :=-Vy4 /lae

Lösung 2:   cos4p :=-Vx4 /lae
            sin4p := Vy4 /lae



Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cos2p:= SQRT ( 0.5 ( 1 + cos4p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin4p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 45 Grad bleibt.

Nachdem man also aus allen Variablen die Summen aus den modifizierten Koor​dinaten ge​bildet hat, sind cosp und sinp nach einfachen trigonometrischen Funk​tionen zu be​rechnen. Sie zeigen an, um wieviel das System rotiert werden muß, damit das Op​timierungskriterium erfüllt wird. Dies wird für jedes Achsenpaar getrennt be​rechnet und so durchgeführt, wie dies im Kapitel unter "Dreiecksrotation" be​schrieben ist.

Leider ist es wie an anderer Stelle vermerkt so, daß ein Optimum, das aus dem Ach​senpaar X/Y berechnet und eingestellt wurde, durch folgende Rotationen, z.B. in XZ und YZ, tangiert und ausgelenkt wird. Es sind also Iterationen not​wendig. Man kann immerhin nach​weisen, daß das Verfahren zu einer ein​deutigen Orien​tierung konvergiert (lediglich die Polarität der Faktoren ist unbestimmt).




* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx4,sy4,sx2,sy2 :=0
  für alle kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     x2 :=  (x² - y²)                   y2 := 2 x y 
     x4 :=  (x2² - y2²)                 y4 := 2 x2 y2
     sx2:= sx2+ x2                      sy2:= sy2 + y2 
     sx4:= sx4+ x4                      sy4:= sy4 + y4 

  sx4:= sx4 - ( sx2² - sy2²)            sy4:= sy4 - 2 sx2 sy2
  lae   := sqrt ( sx4² + sy4²)
  cos4p := sx4 / lae                   sin4p := - sy4 / lae
  cos2p := sqrt ( 0.5(1 + cos4p))      sin2p := sqrt ( 0.5(1 - cos4p))
  cosp  := sqrt ( 0.5(1 + cos2p))      sinp  := sqrt ( 0.5(1 - cos2p))
    wenn sy<0 dann sinp = - sinp 

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y         
     y' := cosp y + sinp x 






* Inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Die Varimaxorientierung ist dann angezeigt, wenn man mehrere gleichberech​tigte Faktoren erwartet. Es gelten die gleichen Einschränkungen wie bei Quartimax. Sie sidn nur insoweit abzuschwächen, als die Varimaxmethode nicht unbedingt die Höhe der Ladungsquadrate in einem Faktor zu maximieren versucht, sondern vielmehr die Varianz dieser Werte. Variable mit Ladungen auf mehr als einem Faktor sind deshalb nicht unbedingt abschwächend im Kriterium, denn ihre La​dungsanteile können durchaus zur Varianz im Faktor beitragen.

Es sind Modifikationen des Varimaxkriteriums bekannt, so wird z.B. statt der Mittelwerte pro Faktor der gemeinsame Mittelwert berechnet. Dies ähnelt im Er​gebnis aber mehr der Quartimaxorientierung.

Üblicherweise wird bei der Varimaxrotation die Kaiser-Normalisierung ange​wendet. Diese besteht darin, die Komponenten an den Variablenkommunalitäten zu normieren.

	Diese Operation ist in INSIDE - R interaktiv an- und abstellbar, da sie le​diglich die Normierung der Ladungen in den gültigen Faktoren auf Eins erfordert. Im Rotationenmenü ist die Kaisernormalisierung als Option ein​stellbar und wirkt dann auf die Berechnung des Rotationskriteriums. Die umgerechneten Werte können auch angezeigt werden, wenn man dies im Darstellungsuntermenü verlangt. 


Erfahrungen mit dieser Option führen aber zu folgender methodischer Warnung: die Kaisernormalisierung ist eine zweite Verzerrung der Verhältnisse der Vari​ablen untereinander!

- Die erste entsteht bereits mit der Verwendung der Korrelations- anstelle der Kovari​anz​matrix, wenn gleichskalierte und -gemessene Variablen eingehen. In diesem Fall kann den unterschiedlichen Varianzen nämlich auch eine unter​schied​liche Bedeutung für das Gewicht der Variablen beigemessen werden, was sich dann auch in einer unterschiedlichen Gewichtung im Rotations​krite​rium widerspiegeln sollte. Die Verwendung der Korrelationsmatrix setzt die verrechenbare Varianz der Variablen auf 1, und wertet wenigvariante Varia​blen demgegenüber auf. Üblicherweise ist in den Programmpaketen die Op​tion einstellbar, die Kovarianz-, statt der Korrelationsmatrix zu verwenden. Da dies äquivalent der bloßen Multiplikation der Ladungen mit der Stan​dardabweichung ist, ist diese Option in INSIDE - R interaktiv an- und ab​stellbar.

- Die zweite Verzerrung entsteht dadurch, daß für Variablen verschiedene Vari​anz​anteile im Modell behalten werden; entweder im CFA-Kalkül als Kom​mu​na​lität oder im Komponentenkalkül durch die in den gültigen Faktoren reprä​sen​tierten Komponenten. Variablen, die wenige Anteile im gültigen Fak​to​ren​raum haben, sind wahrscheinlich wenig "gemeinsam"; die Kaiser​nor​mali​sie​rung erhöht durch die Längennormierung jedoch ihr Gewicht im Rota​tions​kri​te​rium. Dieser Aspekt sollte stets beachtet werden.


Variablen, die nach einer Faktorenextraktion nur noch geringe Varianz haben, sollten deshalb bei einer Varimaxrotation mit Kaisernormalisierung aus dem Kriterium verbannt werden. (Dies gilt natürlich entsprechend bei allen anderen Rotationsverfahren).

Wie auch die Quartimaxorientierung sollte man die Varimaxrotation nur auf ei​nem reduzierten Faktorenset durch​füh​ren; z.B.nach einer Faktorenextraktion nach dem Kaiserkriterium auf den verblei​benden Hauptkomponenten, wie dies ein Standardverfahren auch in den Pro​grammpaketen (SPSSPC,SYSTAT,SAS usw) ist oder nach einer Abtren​nung von Einzelrestfaktoren (vgl "3.2 Kommu​na​li​täten​abtrennung"), wie dies einer CFA oder auch dem Imageansatz nahe​kommt.

Wenn soviele Achsen wie Variablen verfügbar sind, tendieren Varimax wie auch Quartimax dazu, das System so zu lokalisieren, daß jede Variable in einem ei​genen Faktor gelegt ist. (Falls dies jedoch gewünscht sein sollte, wäre in INSIDE - R auch die DIAGONAL-Rotation im Menü "Experimentelle Rotationen" eine inter​essante Alternative).

In der Praxis hat die Varimax-Orientierung anscheinend alle Quartimaxvarianten ver​drängt, da hier das statistisch wichtige Konzept der "Einfachstruktur" (vgl Fußnote im Abschnitt "Quartimax") der Faktorenlösung wirksamer in das Optimierungs​kriterium umge​setzt wird. 

Literatur :
Überla,K.: Faktorenanalyse. Springer,1968, 1.Aufl.
Revenstorf,D.: Lehrbuch der Faktorenanlyse. Kohlhammer, Stuttgart, 1976
Backhaus,M.: Multivariate Analyseverfahren. 

3.2 Einige der experimentellen Rotationen

3.2.f) Oktomaxorientierung

Die Oktomaxorientierung hat bislang lediglich experimentellen Charakter. Sie entspricht dem Verfahren der Quartimaxrotation, nur daß statt 2 Achsen 4 Achsen - nämlich auch die 45-Grad Achsen erlaubt sind. Dieses Verfahren wurde imple​mentiert, um systematische Korrelationen, wie sie bei der Verwendung von Dummy-Variablen entstehen, die für polytome Kategorialvariable eingesetzt wer​den, ignorieren zu können. Die bisherigen Ergebnisse sind aber noch nicht einge​hend analysiert oder ausgewertet.

* geometrische Sicht

- keine Darstellung -

* algebraische Sicht / Optimierungskriterium 

Das Verfahren ist dasselbe wie bei der Quartimax​rotation, nur wird das Kriterium Cosp und Sinp anders bestimmt. Für die Darstellung des Schemas eines vollen Rotationszyklus siehe Kap. 1.

Das Optimierungskriterium lautet: die achtfachen Winkel auf ihren Zentroid ro​tieren (äquivalent Quartimax: die vierfachen Winkel auf ihren Zentroid)

Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:


Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)


   x°:=cosp * x - sinp * y 
   y°:=cosp * y + sinp * x 



so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 



         SUM ( x°8 ) = MAXIMUM 
         SUM ( x°4 + y°4 )  -> MAXIMUM



für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


MAXIMUM   = SUM x°8 

  ( abgeleitet nach p )

 0  = SUM       x°8'    
    = SUM    -  y°8      (vgl. 2.3.2.2)

 0 =  SUM - ( y8 cos8p + x8 sin8p )    (vgl. analog 2.3.2.6 b)
 0 =  cos8p SUM y8 + sin8p SUM x8 


Mit der Hilfsgröße 

 l = SQRT ( (SUM y8)² + ( SUM x8)² )


ergeben sich zwei Lösungen, die sich im Vorzeichen unterscheiden und ent​weder ein Minimum oder ein Maximum der Optimierungsfunktion bewirken:


Lösung 1:   cos8p := (SUM x8) /lae
            sin8p :=-(SUM y8) /lae

Lösung 2:   cos8p :=-(SUM x8) /lae
            sin8p := (SUM y8) /lae



Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cos4p:= SQRT ( 0.5 ( 1 + cos8p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
cos2p:= SQRT ( 0.5 ( 1 + cos4p ))
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin8p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 45 Grad bleibt.

Nachdem man also aus allen Variablen die Summen der modifizierten Koordina​ten ge​bildet hat, sind cosp und sinp nach einfachen trigonometrischen Funktionen zu be​rechnen. Sie zeigen an, um wieviel das System rotiert werden muß, damit das Op​timierungskriterium erfüllt wird. Dies wird für jedes Achsenpaar getrennt be​rechnet und so durchgeführt, wie dies im Kapitel 1.3 für einen vollen Rotati​onszyklus be​schrieben ist.

Leider ist es wie oben bereits vermerkt so, daß ein Optimum, das aus dem Ach​senpaar X/Y berechnet und eingestellt wurde, durch folgende Rotationen, z.B. in XZ und YZ, tangiert und ausgelenkt wird. Es sind also Iterationen notwendig.

* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx,sy :=0
  für alle kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     x2 :=      ( x² - y²)         y2 :=      ( 2 x y  )
     x4 :=      ( x2² - y2²)       y4 :=      ( 2 x2 y2  )
     x8 :=      ( x4² - y4²)       y8 :=      ( 2 x4 y4  )
     sx := sx + x8                 sy := sy + y8 

  lae := sqrt ( sx² + sy²)
  cos8p  = sx / lae                    sin8p =  - sy / lae
  cos4p  = sqrt ( 0.5(1 + cos8p))      sin4p = sqrt ( 0.5(1 - cos8p))
  cos2p  = sqrt ( 0.5(1 + cos4p))      sin2p = sqrt ( 0.5(1 - cos4p))
  cosp   = sqrt ( 0.5(1 + cos2p))      sinp  = sqrt ( 0.5(1 - cos2p))
    wenn sy<0 dann sinp = - sinp 

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y 
     y' := cosp y + sinp x 






* Inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Außer einigen experimentellen Untersuchungen gibt es für diese Orientierung keine Erfahrungen. In einem Variablenset mit Dummy-Variablen konnte die Er​laubnis der 45 Grad-Linie die Anpassung des Gesamtsystems an die Achsen, also an orthogonale Faktoren verbessern.

Da hier erstmals schiefwinklige Faktoren ins Spiel kommen, ist das Verhältnis zu den üblichen obliquen Rotationen zu diskutieren. Allgemeine schiefwinklige Ro​tationen (Oblimin-Verfahren) ermöglichen unterschiedliche Winkel zwischen den Faktoren, während Oktomax nur feste 45-Grad Winkel approximiert. Aufgrund der Orthogonalität des Bezugssystems in Inside - R sind die schiefen Faktoren au​ßerdem nicht direkt und alle gleichzeitig darstellbar. 

Ein weiterer Versuch, fest-schiefwinkligen Situationen bzw Dummy-Variablen​korrelationen zu relativieren findet sich in der Option "Wählbare Achsenzahl", Kap 3.j, für die aber ebenfalls keine weitergehenden Erfahrungen vorliegen. 




3.2.g) Faktorvarimax

Die Faktorvarimaxorientierung hat die Aufgabe, die Ladungsvarianz in einem Faktor zu maximieren und im andern zu minimieren. Das Ergebnis ist am Ende ein Faktor G, der in allen Variablen gleich hoch lädt und ein Faktor U, der in den Variablen maximal unterschiedlich lädt.

Diese Orientierung ist implementiert als Hilfsmittel für die Skalenanalyse. Als Faktor G sollte ein ggfls vorhandener Antwortbias erscheinen (und ganz oder an​teilig eliminierbar werden), sofern man den Verdacht haben kann, daß irgendein Einfluß zu einer systematischen (gleichen positiven bzw negativen) Verzerrung der Antworten führt. 

Wenn auch inhaltliche Diskussionen hierüber in der Literatur nicht vorliegen, kann diese Option allgemein genutzt werden: sei es, wenn eine Skala positive Anworten über verschie​dene Aktivitäten, die alle ein positives Image haben ha​ben, alle auch nur positiv skaliert (anstatt wechselpolig), sei es daß irgendein In​terviewereinfluß unterstellt werden kann o.ä.

Der Faktor U hingegen liefert die Dimension , in der weiteste Skalierung inner​halb der Skala möglich ist, wenn der Versuch gemacht werden soll, mit der Skala eindimensional zu messen.

* die geometrische Sicht

Die geometrische Sicht ist im zweidimensionalen Fall mit der Hauptkomponen​tenorientierung identisch, wenn die Vektoren gleiche Länge haben. Siehe für die Darstellung der Geometrie deshalb dort (Kap 3.c)

* die algebraische Sicht / Optimierungskriterium 

Das Optimierungskriterium lautet: die Varianz der Koordinaten im X- Faktor wird maximiert, im Y-Faktor minimiert, d.h.:

- die Mittelwrte für die Komponenten im X-und Y-Faktor finden und von den quadrierten Komponenten abziehen.

- für die so modifizierten Komponenten die Varianz maximieren

Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:

Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)

x°:=cosp * x - sinp * y 
y°:=cosp * y + sinp * x 


so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 


(unter Benutzung von 
    __                    __ 
    x° = Σ x° / v   und   y° = Σ y° / v
                     )

              __          __
 SUM (    (x°-x°)² - (y° -y°)² ) -> MAXIMUM


für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


              __          __
 SUM (    (x°-x°)² - (y° -y°)² ) -> MAXIMUM

 ( nach der Formel für die Varianzberechnung für x° und y° getrennt)

                        
 SUM  (x°²- y°²)   -    ( (Σ x°/v)²- (Σ y°/v)² )  -> MAXIMUM

  ( die beiden Terme getrennt abgeleitet nach p )

links = SUM   (x°² - y°² )' 
   =  SUM     2 x° x°'  - 2 y° y°'  
   =  SUM   - 2 x° y°   - 2 y° x°     (vgl. 2.3.2.2)
   =  SUM   - 4 x° y°                 
   =  SUM   - 2  y°2              (vgl. 2.3.2.4 f)

links =  SUM - ( y2 cos2p + x2 sin2p )    (vgl. analog 2.3.2.6 b)
links =- ( cos2p SUM y2 + sin2p SUM x2 )


rechts = ( (Σ x°/v)²- (Σ y°/v)² )' 
   =       (Σ x°/v)²'- (Σ y°/v)²'  
   =      2 (Σ x°/v)' (Σ x°/v) - 2 (Σ y°/v)' (Σ y°/v)  
   =    - 2 (Σ y°/v) (Σ x°/v) - 2 (Σ x° /v) (Σ y°/v)  
   =    - 4 (Σ y°/v) (Σ x°/v) 



Da in den Summenausdrücken eine Rotation auf die gesamte Summe wirkt wie auf die einzelnen Komponenten (man überzeuge sich durch Ausklammern) können wir die Summenausdrücke wie eigene "Variablenwerte" auffassen und benennen sie mit 

       (Σ  y°/v) = yM° 
       (Σ  x°/v) = xM° 



und erhalten 


   rechts  = -  4 yM° xM°
           = -2 yM°2 
           = - (  cos2p yM2 + sin2p xM2 )



Der Gesamtterm liest sich dann:



    0 = (links) - (rechts) 
      = ( - links) + (rechts) 
      =  (cos2p SUM y2 + sin2p SUM x2) - ( cos2p yM2 + sin2p xM2 )
      =   cos2p ((SUM y2) - yM2)    + sin2p ((SUM x2) - xM2 )

 die Multiplikatoren bei cos2p und sin2p benannt als Einzelvariable
      =   cos2p  Vy2                 + sin2p   Vx2 



Mit der Hilfsgröße 

 lae = SQRT ( Vy2² + Vx2² )


ergeben sich zwei Lösungen, die sich im Vorzeichen unterscheiden und ent​weder ein Minimum oder ein Maximum der Optimierungsfunktion bewirken:


Lösung 1:   cos2p := Vx2  /lae
            sin2p :=-Vy2 /lae

Lösung 2:   cos2p :=-Vx2 /lae
            sin2p := Vy2 /lae



Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin2p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 90 Grad bleibt.




* Pseudoalgorithmus

Pseudoalgorithmus (1 Iterationsdurchgang):

für alle Faktorenpaare F1 und F2 mit F2>F1 
  setze Zeiger für X-Vektor auf Faktor F1
  setze Zeiger für Y-Vektor auf Faktor F2

  sx,sy,sx2,sy2 :=0
  für alle kriteriumsvariablen { aktuell gültig markiert}
     x2 := x² - y²                      y2 := 2 x y 
     sx := sx + x                       sy := sy + y
     sx2 := sx2 + x2                    sy2 := sy2 + y2 

  sx2 := sx2 - (sx² - sy²)            sy2:= sy2 - (2 sx sy)

  lae   := sqrt ( sx2² + sy2²)
  cos2p := s2x / lae                   sin2p := s2y / lae
  cosp  := sqrt ( 0.5(1 + cos2p))     sinp   := sqrt ( 0.5(1 - cos2p))
    wenn sy<0 dann sinp = - sinp 

  für alle Variablen { rotieren des ganzen Systems }
     x' := cosp x - sinp y         
     y' := cosp y + sinp x 




3.3) Identifizierung von Einzelrestfaktoren: 

Einzelrestfaktoren können auch im Komponentenkalkül identifziert werden, wenn der Rang der Korrelationsmatrix ausreicht; d.h. wenn -bspw bei einer Dreiecks​rotation- genausoviele Faktoren entstehen wie Variablen im Kriterium verwendet werden. Das Interesse, auch im Komponentenkalkül Einzelreste zu identifizieren, ergibt sich einfach aus dem sinnvollen Ansatz der CFA, individuelle Anteile aus der Analyse auszuschließen. Ein Meßfehlermodell ist hiervon zu unterscheiden. Denn Meßfehler werden i.d.R. nicht als individueller Anteil gewertet; er wird auch in der Größenordnung sicher geringer angenommen, als individuelle An​teile. Bei Meßfehlermodellen in Itembatterieen bietet sich auch die Hypothese von im Betrag gleichen Meßfehlern an. Für die Arbeit unter einer solchen Hypothese ist die Orientierung "gleiche Kommunalitäten" implementiert, die gleiche indivi​duelle Varianzen produziert. 

In experimenteller Erweiterung des Gedankens, daß individuelle Varianzanteilee zu eliminieren seien, wurde die Möglichkeit geschaffen, auch rein bivariate An​teile zu identifizieren und ggfls zu eliminieren. Hier kommt man in ein Gebiet, in dem auch zeitlich gestufte Skalenmodelle anzusiedeln sind. Diese Option hat man in der Orientierung : proportionale Kommunalitäten

3.3.a) proportionale Kommunalitäten 

Hierzu wird in dieser Methode eine Dreiecksrotation durchgeführt; von dem Ein​zelrest der letzten Variablen aber nur ein Teil aus dem Modell in eine freie Achse rotiert. Die letzte Variable wird im zweiten Durchgang die Dreiecksspitze und das Verfahren wiederholt. Dies wird für alle Variablen so gemacht.

Abb 3.Pr.1: 
 Faktor    1       2     3        Faktor    1     2     3       3        
 Achse     X       Y     Z                  X     Y     Z       W
 V1  ║  l1,1    0      0     ║           ║  l1,1   0     0       0     ║  
 V2  ║  l1,2    l2,2   0     ║  ‑‑‑‑‑‑>  ║  l1,2   l2,2  0       0     ║  
 V3  ║  l1,3    l2,3   l3,3  ║  (rot.)   ║  l1,3   l2,3  l'3,3   l'4,3 ║  
                                      

Nach einem vollen Durchgang hat man für jede Variable einen Einzelrestfaktor - (eventuell wird die Anzahl der Achsen vom Programm automatisch erhöht).

Abb 3.Pr.2: 
 Faktor    1       2     3        Faktor    1     2     3       5      4        
 Achse     X       Y     Z                  X     Y     Z       V      W   
 V3  ║  l1,3    0      0     ║           ║  l1,3   0     0      0     l'4,3 ║  
 V1  ║  l1,1    l2,1   0     ║  ‑‑‑‑‑‑>  ║  l1,1   l2,1  0      0      0    ║  
 V2  ║  l1,2    l2,2   l3,2  ║  (rot.)   ║  l1,2   l2,2  l'3,2  l'4,2  0    ║  
                                      

Da jeweils nur ein Anteil des möglichen Einzelrestes isoliert wird, verbleibt ge​nügend Rest für einen zweiten Durchgang. Es werden soviele Durchgänge ver​wendet, bis der maximale Einzelrest bei einer Rotation unter einer Schranke bleibt.

Die Höhe der im Modell verbliebenen Varianz für jede Variable Vi sollte nun etwa proportional ihrer Varianz sein, die durch ein Modell multipler Korrelation aller anderen Variablen erklärt wird - also der Varianz, die sich in einem Drei​ecksmodell mit Vi als letzter Variable für sie bis zur vorletzten Achse ergibt.

* geometrische Sicht

Die geometrische Sicht ist schwer darstellbar, da es sich bereits bei zwei Vari​ablen um ein dreidimensionales Modell handelt.

* die algebraische Sicht / Optimierungskriterium

Die algebraische Seite stellt sich wie die Dreiecksrotation dar, vgl die Darstellung deshalb dort.

Ist eine Dreiecksrotation erfolgt, wird mit dem letzten Faktor (Y-Vektor) und ei​nem (eventuell bereits von dieser Variablen in einem früheren Durchlauf beleg​ten) Einzelrestfaktor (X-vektor) eine Rotation durchgeführt, so daß sich der Win​kel, der durch die Komponenten x und y ausgedrückt wird, halbiert.

Dies kann man durch folgende Entwicklung berechnen:


Setzt man allgemein (s. 2.3.2.1)


    lae = SQRT (y² +x²)
      x = cos(ß) * lae
      y = sin(ß) * lae



so ergeben sich mit dem Optimierungskriterium 



          y° = sin(ß/2) *lae
          x° = cos(ß/2) *lae



für den zu verwendenen Rotationswinkel ein Cosinus bzw Sinus (COSP und SINP) aus folgender Entwicklung:


          sin(ß/2) = SQRT(0.5( 1 - cos(ß))) 
          cos(ß/2) = SQRT(0.5( 1 + cos(ß))) 


Berechnet man die 2. Ableitung nach Einsetzen der gefundenen Werte, ergibt Lö​sung 1 das gesuchte Maximum und für cosp und sinp ergeben sich die Werte:


Lösung 1: (Maximum)  
cos2p:= SQRT ( 0.5 ( 1 + cos4p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
cosp := SQRT ( 0.5 ( 1 + cos2p ))       (vgl 2.3.2.5 a)
sinp := SQRT ( 0.5 ( 1 - cos2p )) * Z   (vgl 2.3.2.5 b)
           mit Z = Vorzeichen ( sin4p )   (vgl 2.3.2.5 c)


wobei das Vorzeichen von sinp so angepaßt wird, daß der Drehwinkel absolut unter 45 Grad bleibt.

Nachdem man also aus allen Variablen die Summen der Koordinatenvielfachen ge​bildet hat, sind cosp und sinp nach einfachen trigonometrischen Funktionen zu be​rechnen. Sie zeigen an, um wieviel das System rotiert 

* Inhaltliche Bedeutung / Hinweise

Das Verfahren liefert in Situationen, in denen echte Dreiecksgestalt vorliegt, Ein​zelrestfaktoren, die in etwa proportional der auspartialisierten Varianz der Vari​ablen ist. Eine genaue Abbildung auf die bei der CFA üblichen Kommunalitäten​schätzungen ist dies leider nicht.

Die GUTTMAN'sche Imageanalyse hat in der Wirkung einen ähnlichen Ansatz: die Kommunalität einer Variablen wird auf der Grundlage der multiplen Be​stimmtheit durch die anderen Variablen geschätzt. Diese Rechnungen werden au​ßerdem auf Rohdatenbasis durchgeführt. Dennoch scheint mir der ANsatz ähnlich genug, um hier darauf hinzuweisen.

Revenstorf (1976) schildert diese Ähnlichkeit des gedanklichen An​satzes der IMAGE-Analyse. Er schreibt dort:(S.191)

"(...) erscheint es sinnvoll, Guttman's (1953) Ansatz zu folgen, und die Kommu​nalität einer Variablen nicht als den durch die gemeinsamen Fakto​ren vorhersagbaren Teil einer Variablen zu definieren, sondern als den Teil, der durch den Rest der zu untersuchenden Variablen vorher​sag​bar ist. (...)"

Der so für jede Variable bestimmte gemeinsame Anteil bildet das IMAGE; der individuelle Anteil das ANTIImage. Das konkrete Bestimmungsverfahren der Werte der IMAGE-Korrelatonsmatrix und daraus folgend die IMAGE-Faktorisie​rung wird bei REVENSTORF kompakt dargestellt. Leider sind diese Formeln nicht ohne weiteres auf das im Programm verwendete Komponenten​verfahren ab​bildbar, der inhaltliche Ansatz ist aber analog dem Kriterium der Einzelrestab​trennung bei "proportionale Kommunalitäten": jeweils wird durch die Dreiecks​rotation für eine Variable der gemeinsam erklärte Anteil sowie der individuelle Anteil (nach Auspartialisierung aller anderen Variablen des Modells) gefunden. Für den individuellen Faktor wird nur ein Teil dieser Varianz deklariert, da sonst das gesamte System keine weiteren Einzelrestfaktoren mehr bilden könnte. 

Die Übereinstimmung der gefundenen Lösung mit einer IMAGE-Analyse wäre gelegentlich zu überprüfen.

Als experimentelle Erweiterung dieses Konzepts (der Identifizierung und Abtren​nung spezifischer Faktoren) ist die Möglichkeit vorhanden, auch bivariate Anteile nach der gleichen Logik zu eliminieren. D.h. man kann Faktoren lokalisieren, auf die maximal 2 Variablen laden um sie aus dem Modell zu nehmen. Dies kann in​teressant sein wenn man für alle interessierenden Items 2 malige Messungen zu verschiedenen Zeitpunkten vorliegen. Die in den Zeiten korrelierenden Anteile sind dann auch als variablenspezifisch lokalisierbar. Entsprechend sind höhere Variablenzahlen einstellbar; das Programm verfährt hierbei immer nach derselben Logik.

Guttman,L. 1953. Image theory for the structure of quantitative variates. Psychometrika, 18, 277-348 (Angaben nach REVENSTORF,1976 ,d.Verf)

3.3.b. Gleiche Kommunalitäten

Ein anderes Verfahren variablenspezifische Einflüsse zu lokalisieren (um sie aus der Faktoanalyse eliminieren zu können), das zudem sowohl stabiler als auch in​haltlich besser zu begründen ist, ist das nach der Methode der "gleichen" Kom​munaltitäten. Hierbei wird unterstellt, daß in allen Variablen ein durchschnittlich gleichgroßer indivi​dueller Meßfehler enthalten ist. 

Unter dieser Hypothese generiert ein Verfahren, das an der Hauptkomponenten​rotation orientiert ist, gleiche Einzelrestfaktoren - sofern dies überhaupt möglich ist.

Es wird eine Hauptkomponentenrotation durchgeführt. Diese erbringe f=v Fakto​ren ( üblicherweise gleichviele wie Variable vorhanden). Alle 1 bis f-1 Faktoren werden in eine jeweils neue Dimension rotiert, bis die LQS in der Originaldimen​sion gleich der LQS des Faktors f (mit der geringsten LQS) ist. Die alten Achsen sind jetzt orthogonale Faktoren gleicher LQS; in den neuen Dimensionen sind die Anteile der Hauptkomponenten minus der LQS des Faktors f angesammelt. 

Die "alten" Faktoren mit nunmehr gleicher LQS werden anschließend dreiecksro​tiert und es er​scheint ein Faktorensatz, der für jede Variable einen individuellen Varianzanteil enthält. Der neue Faktorensatz ist um eine Dimension verkürzt; er enthält also keine individuellen Varianzanteile mehr.

Der neue Faktorensatz besteht nur noch aus "gemeinsamen" Faktoren.

3.3.c) Allgemeines zur Gewinnung von Einzelrestfaktoren/ Zusam​menhang mit Common-Factors-Analysis

Es gibt einen grundsätzlichen Unterschied zwischen der Komponentenanalyse und der Common-Factors-Analysis. Es handelt sich um das Konzept des Einzelrest​faktors, bzw der variablenspezifischen Varianz. Dies wäre z.B. denkbar als Meß​fehler bei den Variablen - durch (zufällige) Fehler beim Messen entsteht in der Variablencodierung eine gewisse Varianz, die aber aus der Aufgabenstellung der Faktorenanalyse: nämlich gemeinsame Faktoren zu finden, herausgehalten werden sollte. Über die Annahme von Meßfehlern hinaus kann man Wirkfaktoren unter​stellen, die nur bei einer einzelen Variablen auftreten und somit keine gemeinsa​men Faktoren sind. Auch diese Anteile - sofern sie vorhanden oder theoretisch zu erwarten sind- sollen aus der Faktorenanalyse herausgehalten werden.

Aus der Hypothese, daß diese Anteile untereinander unkorreliert sind, leitet die CFA die Berechtigung dafür ab, eine Faktorenstruktur zu unterstellen, die zu der bekannten Formel 


  R =  F * FT  +  U²


führt, aus der wiederum abgeleitet wird, daß man die Diagonale in R um eine ge​schätzte Matrix U² reduzieren muß, um eine Ausgangsmatrix R' zu erhalten, aus der dann F berechnet werden kann.

Für die Schätzung von U² gibt es verschiedene handwerkliche Vorschläge: man nehme die höchsten Korrelationen jeder Variablen, man nehme die Kommunalität, die sich bei einer Hauptkomponentenanalyse in den Faktoren mit Eigenwerten >=1 ansammelt (SPSSPC) und andere. (Vgl hierzu z.B. ÜBERLA,1971). Aus​gehend von einer Schätzung sowie von einer Schätzung für die Faktorenzahl wird ein erster Ansatz berechnet, eine Korrelationsmatrix reproduziert und ggfls eine neue Schätzung von U² wiederholt, bis R genügend gut reproduziert und die Schätzungen von U² sich stabilisiert haben. 

Die Schätzung von U scheint in der CFA aber nicht nur handwerkliches, sondern auch ein inhaltliches Problem zu sein: Die inhaltliche Bedeutung von U geht ver​loren und reduziert sich auf eine nicht näher zu spezifizierende Variante, R repro​duzieren zu können.

Dieses Problem referiert MULAIK (1972) in seinen "Foundations of Factor Analysis": 

"The primary defect of the model of common-factor analysis is that it fails to provide explicit definitions for the common and unique parts of va​riables. It is true that common-factor analysis provides postulates of how these parts would be related if one were able to identify them, but the mo​del does not indicate for any given set of data how one could identify these parts, except perhaps by trial-and-error techniques." (S.186)

und schildert daher das Image/Anti-Image Konzept GUTTMAN's als einen Ver​such, von der theoretischen Seite her für U ein Kriterium zu setzen. Hierbei ist der gemeinsame Anteil einer Variablen der, der aus dem Universum aller Vari​ablen mithilfe der multiplen Korrelation vorausgesagt werden kann. Der individu​elle Anteil derjenige, der der Variablen eigen ist.

Im Komponentenmodell ist eine Konstruktion für die Identifikation von Einzel​restfaktoren ebenfalls möglich und in INSIDE - R sind zwei Verfahren reali​siert, mit denen man U schätzen kann. 

Hieraus ergibt sich aber sofort, daß die Bestimmung von U nicht eindeutig ist sondern von weiteren Kriterien abhängig ist.

Dies ist auch geometrisch leicht einzusehen. Hierzu ein abgestuftes Gedankenmo​dell.

Schritt 1: Betrachtet man zwei Variablen, so kann man deren Vektoren zunächst in eine Ebene plazieren. Orientiert man den Vektor 1 auf die X-Achse, weist nur V2 zu einem bestimmten Teil in die Y-Richtung. Hier hätte man bereits einen Einzelrestfaktor. Allerdings betrifft dieser nur die Variable V2. Rotiert man nun V2 an die Y-Achse, hat V2 nur noch einen Y-Anteil und keinen X-Anteil mehr. Der X-Anteil in V1 wäre deren Einzelrestfaktor.

Allerdings ist in diesem ersten Schritt das Problem noch nicht gelöst, daß beide Variablen gleichzeitig einen Einzelrestfaktor haben sollen. Wir gehen daher zu Schritt 2:

Schritt 2: Liegt V1 an der X-Achse, so weist V2 in die X/Y-Ebene des Koordi​natensystems. Rotieren wir das System ein wenig um die X-Achse in die Höhe, also in eine dritte Dimension, so verringert sich für V2 etwas der Y-Anteil und es entsteht zusätzlich ein Z-Anteil. V1 bleibt unverändert. Rotieren wir jetzt das System so, daß die Projektion von V2, die nur in der X/Y-Ebene liegt auf die Y-Achse kommt, so haben wir folgende Situation:

 V2 hat einen Y- und einen Z-Anteil
V1 hat einen Y -und einen X-Anteil

Dies wäre also bereits eine Lösung für die Aufgabe, für jede Variable einen Ein​zelrestfaktor zu lokalisieren. Der Vorgang zeigt aber auch, daß es offenbar belie​big viele Lösungen gibt, denn es ist über die Größe der anfänglichen Z-Anhebung noch gar nichts gesagt; sie ist - in Grenzen - beliebig. 

Wenn man dieses Verfahren genau prüft, wird man feststellen, daß es sowohl be​liebig viele Lösungen als auch Grenzen gibt. Es zeigt vor allem, daß es notwen​dig ist, zur Bestimmung von Einzelrestfaktoren, und damit zur Bestimmung der Kommunalität weitere Einschränkungen zu machen - seien sie inhaltlicher, seien sie mathematischer Natur.

Mir scheint, daß es diese Unbestimmtheit ist, die in dem Absschnitt bei MULAIK mit anderen Worten gemeint ist.

Die zwei Ansätze, die in INSIDE - R implementiert sind, haben folgenden Hin​tergrund:

- Proportionale Kommunalitäten. Bei Dreiecksrotationen entsteht im letzten Fak​tor für die jeweils Letzte Variable ein individueller Varianzanteil. Wenn man diesen Anteil aber aus dem Modell vollständig entfernt, gibt es keine Varianz mehr, die einer weiteren Variablen individuell zuordnbar wäre. (vgl das Pro​blem in Schritt 1 des Gedankenmodells) Entnimmt man nur einen Teil dieser Varianz, kann man auch für andere Variablen Einzelfaktoren identifizieren. 


Die Regel ist also: rotiere in Dreieckskonfiguration, entnehme einen be​stimmten Anteil des gefundenen letzten Faktors als Einzelrest für die betref​fende Variable. Sortiere diese Variable an die Spitze des Dreiecks und wieder​hole den ganzen Prozeß mit der nächsten Variablen als unterster. Itereriere dieses solange, bis kein Einzelvarianzanteil mehr verfügbar wird. 


Die Dreiecksgestalt für gibt für jede Variable als unterster einen anderen spe​zifischen Varianzanteil als "eigenen" heraus. Hierin kann man einen Ausdruck für die unterschiedliche Kommunalität der Variablen sehen. "Proportionale Kommunalitäten" heißt dieses Verfahren deshalb, weil durch die Methode ver​sucht wird, für jede Variable einen Einzelrest zu identifizieren, der diesem Dreiechsrest proportional ist. 


Unter einem anderen Aspekt ähnelt dies Verfahren dem "IMAGE"-Konzept; denn durch die Dreiecksgestalt verbleibt in der letzten Variablen bis zum Faktor f-1 gerade soviel Varianz, wie durch die anderen Variablen vorausge​sagt werden kann- die gesamte multiple Korrelation. Ob es möglicherweise identisch ist, kann im Moment noch nichts gesagt werden.

Lit: 
Mulaik, S.A.: The foundations of factor Analysis. McGraw Hill, 1972 


4 Verwendung der Optionen bei Rotationen und Anzeigemodi

4.1 Verwendung der Kovarianzmatrix anstatt der Korrelati​onsmatrix

Diese Option bietet sich an, wenn man gleichskalierte Items und vergleichbare Meßgenauigkeit hat. Aus der unterschiedlichen Varianz der Items kann dann weitere Information, bspw. unterschiedliche Gewichtung für das Rotationskrite​rium gewonnen werden.

Die Verwendung der Kovarianzmatrix bewirkt nichts anderes als die Multiplika​tion der Ladungen der Variablen mit einem variablenspezifischen konstanten Faktor: der Standardabweichung. Diese wird zu Beginn der Analyse, bei der Er​rechnung der Korrelationsmatrix aus den Rohdaten für jede Variable automatisch bestimmt und während des Programmlaufs gespeichert. 

Die Verwendung der Kovarianzmatrix reduziert sich also auf die Aufgabe, bei der Anzeige der Ladungsmatrix bzw bei der Bestimmung der Rotationskriterien die vorhandenen Ladungswerte mit dieser gespeicherten Größe zu multiplizieren.

Diese Option ist deswegen einfach über einen Schalter interaktiv zu aktivieren oder zu deaktivieren. Achtung: für die Anzeige und für das Rotationskriterium existieren getrennte Schalter; i.d.R. schaltet man also beide ein oder aus.

4.2 Verwendung der Kaisernormalisierung

Die Kaisernormalisierung ist für die Varimax-Rotation definiert, wenn diese auf einem reduzierten Faktorensatz durchgeführt wird. Kaisernormalisierung bedeu​tet, daß die verbleibenden Varianzanteile so mit einem variablenspezifischen Ko​effizienten multipliziert werden, daß die Kommunalität 1 wird.

Dies ist in Inside - R als Schalter realisiert, der interaktiv ein- oder ausgeschaltet werden kann. Für jede Variable wird bei jeder Ungültig- oder Gültigmarkierung eines Faktors der gültige Varianzanteil als Kommunalität betrachtet und ein Kaisermultiplikator berechnet, der die Kommunalität durch Multiplikation auf 1 normieren würde. 

Diese Eigenschaft ist auch für andere Rotationen verwendbar; sie ist getrennt für das Rotationskriterium und die Anzeige einzustellen, wie dies auch für den Schalter für die Verwendung der Kovarianzmatrix gilt.
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�) Liegen die Daten so nicht vor, dann ist das Ergebnis nur als Produktsum�menmatrix [SP] zu be�zeichnen; wenn die Variablen wenigstens zentriert (ihr Mittelwert ist Null), und jeder Wert durch (N-1) dividiert ist, ist das Ergebnis im�merhin die Kovari�anzmatrix [COV] .


Die Originalstandardabweichungen der Variablen werden deshalb im Pro�gramm gespeichert; durch einfache Multipli�kation der Faktorladungen mit den Stan�dardabweichungen der Vari�ablen wer�den dieselben Werte produziert, die sich ergeben würden, wenn man statt der Kor�re�la�tions�matrix die Kova�rianzmatrix zugrunde�gelegt hätte. Diese Option kann in INSIDE - R interaktiv ein- und ausge�schaltet werden)�
�



�) Die Standardabweichung wird später benutzt, wenn man Faktoren auf der Basis der Kovarianz�matrix anzeigen oder bestimmen will.�
�



�) Insbesondere ist es nicht erforderlich, eine Eigenwertberechnung für [R] durch�zuführen, wie dies die Statistikprogramme machen. Eine Lösung für die Unbe�kannten Lx,y aus den be�kannten Rx,y muß nämlich nur dann Ei�genwerte und Ei�genvektoren bestimmen, wenn man direkt eine Haupt�komponenten�orientierung für die Lx,y verlangt. Dies muß aber nicht der erste Schritt sein. Vielmehr wird er sich im folgenden sogar recht zwanglos ergeben.�
�



�) Da es sich um Gleichungen mit quadratischen Termen handelt, stimmt dies allgemein allerdings nur, wenn man mit komplexen Zahlen rechnet. Substitutionen mit Null scheinen jedoch möglich zu sein, da es in den Fällen mit quadratischen Termen stets um positive Summanden geht.�
�



�) Verwendet man das Simplex-Modell im CFA-Kalkül (bei Guttman "Quasi-Simplex"), so ist dies nachbildbar durch die Beschränkung der Dreiecksstruktur auf die Hauptkom�ponenten mit Eigenwert größer als 1 (siehe dort), bzw durch Abtrennung von Einzelrestfaktoren mit den hierzu implemen�tierten Methoden (s.3.3.a). �
�



�) Der Begriff "Einfachstruktur" ist selbst nicht sehr einfach, da konkurrierende Interessen befriedigt werden müssen. Er ist bereits 1947 von THURSTONE in die Diskussion gebracht worden und zum Standardkriterium in der Faktorenanalyse geworden, an der sich die bekannten Rotationsverfahren (Varimax, Oblimin) orientieren. Ein Gedanke ist: jeder Faktor soll nur eine Gruppe von Variablen beeinflussen, und dies ausschließlich. Es sollen möglichst wenig Variablen vorkommen, die auf 2 oder mehr Faktoren laden. Die genauen Kriterien sind abgedruckt u.a. in MULAIK oder ÜBERLA [1968]�
�






